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Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
751 (WT = 3,77) i 752 (WT = 1,26)
z numeru 12/2017

Marcin Kasperski Warszawa 45,09
Franciszek S. Sikorski Warszawa 39,86
Tomasz Choczewski  Szczecin 36,09
Michatl Kozlik Gliwice 32,23
Michal Miodek Warszawa 31,56

Nie tak wielu Weteranéw przekroczyto 44
wigcej niz trzy razy (do tej pory —
dwudziestka). Marcin Kasperski oto
dotlaczy! do ich grona.

Rys. 1

Rozwigzania zadann z matematyki z numeru 3/2018
Redaguje Marcin E. KUCZMA

Przypominamy tres¢ zadan:

757. Funkcje f,g: {1,...,n} — {1,..., n} sa okreslone wzorami
f(k) = max{1, k — 1}, g(k) = min{n, k + 1}.
Dla kazdej liczby naturalnej n > 2 ustalié, ile jest funkcji h: {1,...,n} — {1,...,n}, dajacych

si¢ wyrazié¢ jako ztozenia skonczenie wielu odwzorowan, z ktérych kazde jest jedna z funkeji f, g.
[Dopuszczamy réwniez zlozenie puste (zero egzemplarzy funkcji f, g), przyjmujac zwykla umowe, ze
daje ono w wyniku odwzorowanie tozsamos$ciowe h(k) = k.]

758. Trzy okregi o promieniach 71, r2, 73 sa parami styczne zewnetrznie oraz sg styczne wewnetrznie
do okregu o promieniu R. Wykazad, ze

1+ 1o+ 13+ 2vVrirs +rors +r3r; < 3R.

757. Funkcja jest reprezentowana przez jej wykres — w tym przypadku uktad
n kropek na ,planszy”

K={(z,y): 1<z<n, 1<y<n; xz,yeN}
(to zbiér punktéw kratowych w kwadracie [1,n] x [1,n]), po jednej kropce
na kazdej linii pionowej. Stosujac do takiego ukladu funkcje f, uzyskujemy
przesuniecie wszystkich kropek o jednostke w dot, z wyjatkiem tych, ktore juz
byly na dolnej krawedzi; one nie zmieniaja potozenia. Dzialanie funkcji g jest
podobne (ruch w gore; blokada na gérnej krawedzi).

Niech A, B beda dwoma réznymi punktami zbioru K takimi, ze odcinek AB jest
rownolegly do przekatnej kwadratu, przy czym punkt B lezy na prawo i w goére
od A. Dla takiej pary punktow niech h4p oznacza funkcje, ktérej wykres sktada
sie z punktéw kratowych, potozonych na odcinku poziomym od lewego skraja
planszy do A, na odcinku AB, i na odcinku od B do prawego skraja planszy
(rysunek 1). Zlozenie takiej funkcji z dowolna z operacji f, g daje w wyniku
znéw funkcje takiej postaci lub funkcje stata (o wykresie: wszystkie kropki na
krawedzi gérnej lub dolnej). Zlozenie funkcji statej z f lub g daje oczywiscie
takze funkcje stala.

Whiosek: startujac od odwzorowania tozsamosciowego 758. Oznaczmy (kolejno) przez Sy, Sa, S3 srodki
i stosujac skonczenie wiele razy operacje f, g tych trzech okregéw, a érodek duzego okregu przez O.
(w dowolnej kolejnosci) mozemy uzyskaé tylko funkcje Zgodnie z warunkami zadania,

typu hap oraz funkcje state. Co wazne, kazdg taka (1) |5:;| =ri+7j, |08 = R—r; dla i,j € {1,2,3}.

funkcje da sie w ten sposob uzyskaé (przykladows

ewolucje przedstawia rysunek 2).

fi gn—l—j

/\/_\

Niech P bedzie $rodkiem cigzkosci trojkata S1.5553. Jest
to punkt minimalizujacy sume kwadratéw odlegtosci od

pr1-i—k wierzchotkéw (znany fakt, zreszta tatwy do wykazania).
N Zatem
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f (sumy po i =1,2,3),

f gdzie m; jest dltugoscia $rodkowej, wychodzacej

k A
; ; ; z wierzcholka S;. Suma kwadratéw dlugosci srodkowych
Rys. 2 ! ! to 3/4 sumy kwadratéw dlugosci bokéw (kolejny znany
' wzér). Nieréwnosé¢ (2) pokazuje wiec, ze
Pozostaje zliczyé funkcje hap — czyli mozliwe pary 54 9 9
punktéw A, B — oraz doliczyé funkcje state. Punkty 3 Z 05" > 3 Zmi - Z |SiSisal”.
A, B moga leze¢ na przekatnej x = y (przechodzacej Wprowadzamy dane (1) i przeksztalcamy uzyskana
przez n punktéw kratowych), na jednej z dwdch linii nieréwnoéé:
| —y| =1 (po n—1 punktéw kratowych), na jednej 3 R—1)2> , 2.
) — . = . _l’_ T ;
z dwéch linii |z — y| = 2 (po n—2 punktéw kratowych), Z( i) Z( i+ rin)
itd. Liczba mozliwych do uzyskania funkcji (wiec 9R? — 6R Z ri +3 Z 7"1-2 > 2 Z r? +2 Z TiTit1 5

n funkcji stalych oraz wszystkich funkcji hap) wynosi

zatem

9R*—6R> r;+ (Zri)g >4 T

[+ (5) ) T 2

N (n) 42 <n> n(2n? —3n+7) Roéznica w nawiasie jest dodatnia. Pierwiastkujac
=n - @ @@ 7
2 3

6 * stronami ostatnig nieréwnosé¢, dostajemy teze zadania.
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