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Termin nadsylania rozwigzan: 30 XI 2018

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
654 (WT = 2,05), 655 (WT = 2,90)

z numeru 3/2018

Tomasz Wietecha Tarnéw 44+4-3,92
Marian Lupiezowiec Gliwice 41,20
Tomasz Rudny Gliwice 39,04
Jacek Konieczny Poznan 29,80
Ryszard Wozniak Krakéw 28,77
Krzysztof Magiera  Losiow 28,70
Karol Lukanowski Niemcz 23,85
Aleksander Surma Myszkéw 20,28
Michatl Kozlik Poznan 19,20
Jan Zambrzycki Biatystok 17,37

Pan Tomasz Wietecha po raz 13
przekroczyl granice 44 punktéw.
Gratulujemy!

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
755 (WT =1,91) i 756 (WT = 1,56)
z numeru 2/2018

Tomasz Choczewski  Szczecin 40,78
Franciszek S. Sikorski Warszawa 39,86

Tomasz Wietecha Tarnéw 38,19
Michal Miodek Warszawa 34,34
Krzysztof Kaminski  Pabianice 34,29
Pawel Kubit Krakéw 32,77
Michat Kozlik Gliwice 32,23
Janusz Olszewski Warszawa 32,15
Piotr Kumor Olsztyn 31,69

Zadania z matematyki nr 765, 766
Redaguje Marcin E. KUCZMA

765. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag. Jego najmniejszy kat wewnetrzny
ma wierzcholek A. Zakladamy, ze proste AD i BC przecinajg si¢ w punkcie P, za$
proste AB i DC' przecinaja sie w punkcie @, przy czym AP 1 PQ. Niech M bedzie
srodkiem przekatnej BD. Wykazaé, ze PM 1 AB.

766. Znalez¢ liczbe rzeczywista M > 5/2 taka, ze dla dowolnych liczb dodatnich
a,b,c,d, e zachodzi nieréwnosé

5/ a 5/ b 5/ ¢ 5/ d 5/ e <M
\/b+c+\/c+d+\/d+e+\/e+a+ a+b”

Im wigksza liczba M, tym lepsze rozwiazanie.

Zadanie 766 zaproponowal pan Piotr Kumor z Olsztyna.
Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 5/2018

Przypominamy tres¢ zadan:

761. Trojkat ABC (nie prostokatny) jest wpisany w okrag o $rednicy AD. Punkt E jest symetryczny
do A wzgledem s$rodka boku BC'. Dowies$é, ze okregi opisane na trojkatach ABC i BDE maja réwne
promienie.

762. Rozwazamy liczby naturalne n > 2.

(a) Udowodnié, ze jesli liczba 2™ — 1 jest bezkwadratowa, to liczby n oraz 2" — 1 sa wzglednie
pierwsze.

(b) Pokazaé, ze nie zachodzi implikacja odwrotna.

761. Czworokat ABEC jest réwnolegltobokiem. Niech prosta EC przecina okrag,
opisany na tréjkacie ABC, w punktach C' i F' (gdy jest styczna, przyjmujemy

F = (). Powstaje trapez réwnoramienny ABCF lub ABFC (gdy F = C — tréjkat
réwnoramienny). W kazdym przypadku |BE| = |AC| = |BF|.

Trojkat ABC' z zalozenia nie jest prostokatny, wiec zaden jego bok nie pokrywa
sie ze $rednica AD, na ktérej oparty jest kat prosty ABD; a poniewaz AB|CE,
zatem BD1CFE. To znaczy, ze w trojkacie réwnoramiennym FBF' prosta BD
jest symetralng boku EF. W konsekwencji trojkat BDE jest wzgledem niej
symetryczny do tréjkata BDF'. Okregi opisane na tych tréjkatach sa przystajace;
to juz teza, bo drugi z tych okregéw jest tez opisany na tréjkacie ABC.

762. (a) Przypusémy, ze liczby n oraz 2" — 1 maja wspélny dzielnik pierwszy p
(jasne, ze p > 2). Wykazemy, ze wowczas liczba 2™ — 1 dzieli sie przez p

(nie jest wiec bezkwadratowa). Zgodnie z malym twierdzeniem Fermata,

2 = 2P (mod p). Podnosimy te kongruencje stronami do potegi n/p, otrzymujac
2"/P = 9" =1 (mod p). Zatem 2P = kp + 1 dla pewnej liczby catkowitej k. Stad

2" = (1+kp)" =1+ (’j)kﬁ <§)<kp)2+...+ (g)wp)”,

czyli 2" =1 (mod p?); a to byla nasza teza.

(b) Przyklad pokazujacy, ze nie zachodzi implikacja odwrotna, nie tak tatwo
znalezé (mala szansa, ze trafimy, zwyczajnie prébujac — bez komputera
ciezko). Prosty program, ktéry dla zadanej liczby pierwszej p kontroluje dwie
konicowe cyfry rozwiniecia (przy podstawie p) kolejnych poteg dwdjki, pozwala
znalez¢ moment powtdrzenia koncowki 01, czyli wyktadnik n, dla ktérego

2" = (sx...%x01), = 1 (mod p?). Powtarzamy te procedure dla kolejnych
liczb pierwszych p; warto przy tym, dla oszczedno$ci czasu, ograniczy¢ zakres
wyktadnika, np. do n < 1000. W ten sposéb szybko znajdujemy pare p = 127,
n = 889; nie jest ona jednak szukanym kontrprzyktadem, bowiem dla tej pary
zachodza zwiazki n = Tp, 27 = 1 (mod p), z ktérych nietrudno wynika, ze liczby
n i 2" — 1 nie sa wzglednie pierwsze.

Nastepna znaleziona para p = 1093, n = 364 jest juz dobra: gdyby liczby
n=4-7-13 oraz 2" — 1 nie byly wzglednie pierwsze, ta ostatnia musialaby sie
dzieli¢ przez 7 lub 13; ale minimalne wyktadniki «, /3, dla ktérych 2% =1 (mod 7),
2% =1 (mod 13), to a = 3, 8 = 12, wiec wykladnik n musialby sie dzieli¢

przez 3; a tak nie jest. Skoro za$ ta para zostala wygenerowana przez algorytm,
zapewniajacy podzielno$é 2" — 1 przez p?, zatem liczba 23! — 1 nie jest
bezkwadratowa.
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