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Zbiory i odwzorowania
Barttomiej BZDEGA

Aby wykazaé, ze zbiory A i B maja tyle samo elementéw, wystarczy polaczyé

te elementy w pary (a,b), gdzie a € A i b € B. Jezeli kazdy element zbioru A

i kazdy element zbioru B wystepuje w nich dokladnie raz, to |A| = |B|. Fakt ten
nazywamy zasadg bijekcji.

Bywa, ze kazdy element zbioru A sparujemy z innym elementem zbioru B,

ale by¢ moze w zbiorze B znajduja sie dodatkowo elementy, ktore nie zostaly
dobrane w pary. W tej sytuacji |A| < |B|. Jest to dobra metoda szacowania liczby
element6éw zbioru A, o ile znamy |B|. Stosujemy ja w zadaniach 5, 8 i 11.

Cigg binarny to taki, w ktérym moga wystepowaé tylko zera i jedynki. Na uzytek
niniejszego artykutu bedziemy — ogélniej — nazywadé tak kazdy ciag, ktorego
wyrazy moga przyjmowac tylko dwie z géry okreslone wartosci.

Kazdy podzbiér P C {z1, s, ..., o, } mozemy utozsamié¢ z n-elementowym ciagiem
binarnym, w ktérym na i-tym miejscu stoi 1, gdy x; € P; w przeciwnym razie

na i-tym miejscu stoi 0. Z tego wynika, ze podzbioréw zbioru n-elementowego

jest tyle, co ciggbébw binarnych dhugosci n, czyli 2. Ponadto ciggdéw binarnych
dlugosci n, zawierajacych dokladnie k£ jedynek jest tyle, co k-elementowych
podzbioréw zbioru n-elementowego, czyli (Z) Ciagi binarne pomagaja rozwiazaé
zadania 6, 71 8.

Zadania

1. Liczba n jest nieparzysta. Dowiesé, ze zbiér {1,2,3,...,2n} ma tyle samo
n-elementowych podzbioréw o parzystej sumie elementéw, co n-elementowych
podzbioréw o nieparzystej sumie elementow.

2. Zadne trzy przekatne n-kata wypuklego nie przecinaja sie w jednym punkcie.
Ile jest punktéw przeciecia sie przekatnych wewnatrz tego wielokata?

3. Jeden punkt czerwony oraz n > 3 punktéw niebieskich lezy na wspélnym
okregu. Ktérych wielokatéw jest wiecej: posiadajacych wytacznie niebieskie
wierzchotki, czy tych, ktére posiadaja jeden czerwony wierzchotek, a pozostale
niebieskie?

4. Tramwaj 80-osobowy zatrzymywatl sie¢ na 18 kolejnych przystankach:

Py, Ps,...,Pig. Udowodnié, ze mozna wskazaé takie ¢,5 € {1,2,...,18}, ze
i < j oraz zaden z pasazeréw nie jechal z przystanku P; do P;.

Uwaga. Zaktadamy, Ze do tramwaju 80-osobowego zmiesci sie co najwyzej 80
0s0b, choc praktyka byé moze pokazuje cos innego.

5. Zbiory Ay, Ag,..., Ay sa podzbiorami zbioru {1,2,...,n}. Kazdy z nich
zawiera co najmniej dwa elementy, a kazde dwa maja co najwyzej jeden
element wspolny. Wykazaé, ze k < (")

6. W wierzcholku prostokata, ktérego boki maja dlugosci wyrazajace sie
liczbami naturalnymi m i n, znajduje si¢ pchita. Kazdy skok pchty ma
dhugosé 1 i jest réwnolegly do jednego z bokéw. Na ile sposobéw pchla moze
sie dosta¢ do przeciwleglego wierzchotka najkrétsza droga?

7. Ustalmy catkowite n > 0 i m > 0. Ile rozwiazan w liczbach catkowitych
nieujemnych ma réwnanie xy + x2 + ...+ x, = m?

8. Nazwijmy n-kat miodowym, jesli mozna go rozciaé¢ na szesciokaty foremne
o boku 1. Dowie$¢, ze liczba réznych (nieprzystajacych) n-katéw miodowych
nie przekracza 2".

9. Dowieéé, ze dla ustalonego naturalnego n réwnania z2 +y? =nix? + 3% =2n

spelnia tyle samo par liczb catkowitych (z,y).

Ustalmy liczbe naturalng n. lle ciagéw (ag, a1, az,...) o wyrazach w zbiorze

{0,1,2,3} spelnia réwno$é¢ n = ag + 2a; + 4as + 8az + ...7

Przypus$émy, ze pchla z széstego zadania podrézuje niekoniecznie najkrotsza

droga, ale w kazdym punkcie moze si¢ znalez¢ najwyzej raz. Dowiesé, ze liczba

réznych mozliwych drég pchly nie przekracza 2™™.

Niech n > 2 bedzie liczba naturalna. Sposréd wierzchotkéw (2n + 1)-kata

foremnego wybieramy trzy, ktére wyznaczaja trojkat rozwartokatny. Na ile

sposobow mozna to zrobié?
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12.
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