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Szly raz drogg trzy szeSciany
Barttomiej BZDEGA

Gléwnymi bohaterkami styczniowego kacika sa nastepujace réwnosci:

(1) A4+ +E=(+b+c)® —=30b+c)ct+a)a+b),
(2) a® + b+ =(a+b+c)a® +b*+c —be— ca— ab) + 3abe,
(b—c)?+ (c—a)? + (a—b)?

Kazda z nich jest latwa do udowodnienia przez wymnozenie i redukcje wyrazéw
podobnych po prawej stronie. Nie bedziemy tu tego robié.

A+ +E=(@a+b+te)- + 3abe.

7 tozsamosci natychmiast wnioskujemy nastepujacy
Lemat. Jedli a +b+c =0, to a® + b + ¢ = 3abe.

Mozna go rowniez sformutowaé w postaci réwnosci

(4) (b—cP+(c—a)®+(a—b)>=3(b—c)(c—a)(a—Db).

Zadania
1. Udowodnié, ze a® 4+ b + ¢ = 3abc wtedy i tylko wtedy, gdy a + b+ ¢ = 0 lub
a=b=c

2. Liczby rzeczywiste a, b spetniaja réwnosé a® + b + 1 = 3ab. Wyznaczyé
wszystkie mozliwe wartoéci wyrazenia a + b.
3. Liczby z, y, z sa rzeczywiste. Udowodnié, ze jesli

Sy—z+Vz—ao+ Jr—y=0,

to pewne dwie z liczb z, y, z sa rowne.
4. Udowodnié¢ nieréwnos¢ pomiedzy $rednia geometryczna i arytmetyczna:

YTz < w

5. Wykazaé, ze liczba n% 4 4n® — 1 jest zlozona dla kazdej liczby catkowitej
dodatniej n.

6. Wyznaczyé wszystkie trdjki liczb rzeczywistych (z,y, z), ktére spelniaja
rownosci

dla z,y,z > 0.

rry+z =2 +P 2% =i = L

7. Liczby catkowite a, b, ¢ spelniajg réwnosé
(a—b)2%+(b—c)®+(c—a)?* = abe.

Dowiesé, ze a +b+c+6 | a® + b3 + 3.

8. Liczby a, b, ¢ sa catkowite. Wykazaé, ze jedli liczba a® + b + ¢ — 3abc dzieli
sie przez 3, to dzieli sie ona réwniez przez 9.

9. Udowodnié, ze 3273 4 2983 < 3953. Uczynié to bez pomocy kalkulatora,
wykonujac przy tym mozliwie najmniej rachunkéw.

10. Dana jest liczba pierwsza p > 3 oraz takie liczby calkowite dodatnie a, b, ¢, ze
a+b+c=p+1 oraz pla®+b>+c*—1.
Dowies¢, ze co najmniej jedna z liczb a, b, ¢ jest réwna 1.
11. Rézne liczby rzeczywiste x, y, z spelniaja réwnosé
(x—V1—-224+(y—2)V1—22+(z—2)y/1—3y2=0.
Dowiesé, ze (1 — 22)(1 —y3)(1 — 2%) = (1 — xyz)>.
12. Liczby caltkowite a, b, ¢ spelniaja rownosé

a+bv2+cV4=0.

Udowodnié, ze a =b=c=0.
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