
Szły raz drogą trzy sześciany
Bartłomiej BZDĘGA
Głównymi bohaterkami styczniowego kącika są następujące równości:13

Wskazówkidozadań

1.Wykorzystaćtożsamość(3)
inajważniejsząnierównośćnaświecie
(zob.kąciknr5).
2.Wrówności(3)przyjąćc=1.Sątu
dwaprzypadkidorozważania.
3.Skorzystaćzlematudlaliczb
a=3√y−z,b=3√z−xic=3√x−y.
4.Przyjąća=3√x,b=3√yic=3√z
wtożsamości3.
5.Należyzauważyć,żen6+4n3−1=
=(n2)3+n3+(−1)3−3·n2·n·(−1),
iużyćtożsamości(2)dlaa=n2,b=n
ic=−1.
6.Zachodzirówność
(x+y+z)3=x3+y3+z3idzięki
tożsamości(1)dochodzimydowniosku,
żewśródliczbx,y,zwystępuje
conajmniejjednaparaliczbprzeciwnych.
7.Korzystającz(3),otrzymamy
a3+b3+c3=1

2abc·(a+b+c+6).
Wystarczyterazwykazać,żeconajmniej
jednazliczba,b,cjestparzysta.To
wynikazrównościdanejwzadaniu.
8.Namocytożsamości(3)wystarczy
wykazać,że3|a+b+cwtedyitylko
wtedy,gdy
3|(b−c)2+(c−a)2+(a−b)2.Toma
miejscedokładniewtedy,gdyliczby
a,b,cdajątrzyjednakowealbotrzy
różneresztyzdzieleniaprzez3.
9.Korzystającz(1),otrzymujemy
3273+2983−3953=2303−
−3·625·68·97=500(46·529−255·97).
Dalejmożnanp.zauważyć,że
255·97=46·510+255·5.
10.Wrówności(1)podstawić
a+b+c=p+1ia3+b3+c3=kp+1,
gdziekjestjakąśliczbącałkowitą.
Wywnioskowaćstąd,że
p|(b+c)(c+a)(a+b),więcktóryś
zczynnikówdzielisięprzezp.Teczynniki
sądodatnieinieprzekraczająp,więc
któryśznichjestrównyp.
11.Skorzystaćzlematudla
a=(y−z)3√

1−x3,b=(z−x)3√1−y3

ic=(x−y)3√
1−z3.

Następniezauważyć,że
(y−z)3(1−x3)+(z−x)3(1−y3)+
+(x−y)3(1−z3)=(y−z)3+
+(z−x)3+(x−y)3+(zx−xy)3+
+(xy−yz)3+(yz−zx)3idwukrotnie
użyćrówności(4).
12.Namocylematu
a3+2b3+4c3=6abc.Wykazaćkolejno,
żea=2a1,b=2b1ic=2c1dlapewnych
całkowitycha1,b1,c1izauważyć,że
a3

1+2b3
1+4c3

1=6a1b1c1.Następnieto
samorozumowaniezastosowaćdo
a1,b1ic1.Tenprocesmożna
kontynuowaćwnieskończoność,co
dowodzi,żekażdapotęgadwójkidzielia,
bic,czylia=b=c=0.

a3 + b3 + c3 = (a+ b+ c)3 − 3(b+ c)(c+ a)(a+ b),(1)
a3 + b3 + c3 = (a+ b+ c)(a2 + b2 + c2 − bc− ca− ab) + 3abc,(2)

a3 + b3 + c3 = (a+ b+ c) · (b− c)2 + (c− a)2 + (a− b)2

2 + 3abc.(3)

Każda z nich jest łatwa do udowodnienia przez wymnożenie i redukcję wyrazów
podobnych po prawej stronie. Nie będziemy tu tego robić.
Z tożsamości (3) natychmiast wnioskujemy następujący
Lemat. Jeśli a+ b+ c = 0, to a3 + b3 + c3 = 3abc.
Można go również sformułować w postaci równości

(4) (b− c)3 + (c− a)3 + (a− b)3 = 3(b− c)(c− a)(a− b).

Zadania
1. Udowodnić, że a3 + b3 + c3 = 3abc wtedy i tylko wtedy, gdy a+ b+ c = 0 lub

a = b = c.
2. Liczby rzeczywiste a, b spełniają równość a3 + b3 + 1 = 3ab. Wyznaczyć

wszystkie możliwe wartości wyrażenia a+ b.
3. Liczby x, y, z są rzeczywiste. Udowodnić, że jeśli

3
√
y − z + 3

√
z − x+ 3

√
x− y = 0,

to pewne dwie z liczb x, y, z są równe.
4. Udowodnić nierówność pomiędzy średnią geometryczną i arytmetyczną:

3
√
xyz 6

x+ y + z

3 dla x, y, z > 0.

5. Wykazać, że liczba n6 + 4n3 − 1 jest złożona dla każdej liczby całkowitej
dodatniej n.

6. Wyznaczyć wszystkie trójki liczb rzeczywistych (x, y, z), które spełniają
równości

x+ y + z = x2 + y2 + z2 = x3 + y3 + z3 = 1.

7. Liczby całkowite a, b, c spełniają równość

(a− b)2 + (b− c)2 + (c− a)2 = abc.

Dowieść, że a+ b+ c+ 6 | a3 + b3 + c3.
8. Liczby a, b, c są całkowite. Wykazać, że jeśli liczba a3 + b3 + c3 − 3abc dzieli

się przez 3, to dzieli się ona również przez 9.
9. Udowodnić, że 3273 + 2983 < 3953. Uczynić to bez pomocy kalkulatora,

wykonując przy tym możliwie najmniej rachunków.
10. Dana jest liczba pierwsza p > 3 oraz takie liczby całkowite dodatnie a, b, c, że

a+ b+ c = p+ 1 oraz p | a3 + b3 + c3 − 1.

Dowieść, że co najmniej jedna z liczb a, b, c jest równa 1.
11. Różne liczby rzeczywiste x, y, z spełniają równość

(x− y) 3
√

1− z2 + (y − z) 3
√

1− x2 + (z − x) 3
√

1− y2 = 0.

Dowieść, że (1− x3)(1− y3)(1− z3) = (1− xyz)3.
12. Liczby całkowite a, b, c spełniają równość

a+ b
3√2 + c

3√4 = 0.

Udowodnić, że a = b = c = 0.
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