Metale takie jak stront 3gSr, itr 39Y,
cyrkon 40Zr, niob 41 Nb sa tworzone
réwniez podczas proceséw s w ostatnich
etapach ewolucji gwiazd asymptotycznej
gatezi olbrzymoéw.

Kilonowa wybucha z energiag okolo tysigca
razy wieksza niz nowa klasyczna, czyli
termojadrowy zapton materii
zaakreowanej w ukladzie podwéjnym na
powierzchnig¢ bialego karla z towarzysza,
zwyklej gwiazdy.

*nauczyciel, Liceum Przymierza Rodzin
w Warszawie

o

wiadomo, ze w wybuchach supernowych, takze tych zwiazanych z termojadrows
eksplozja bialego karta, tzn. supernowych typu la, dzialaja przewaznie procesy
typu s oraz szybkie przechwyty protonéw: supernowe dostarczaja pierwiastkéw
od miedzi 99Cu do molibdenu 45Mo.

Poczawszy od rutenu 44Ru proces s ustepuje miejsca procesowi r: ciezkie
pierwiastki tworzone sg gléwnie podczas katastrofalnych zderzen w ukladach
podwdjnych gwiazd neutronowych. Niedawna, historycznie pierwsza detekcja
fal grawitacyjnych ze zderzenia si¢ gwiazd neutronowych (sygnal GW170817,

o ktérym pisalismy w A12), zarejestrowana przez interferometry Virgo i LIGO
(i przeprowadzona przez te interferometry triangulacja) umozliwila powiazanie
go z wykrytym w tym samym czasie przez satelite Fermi krétkim btyskiem
gamma, 1 szerokie obserwacje astronomiczne fotonéw z nastepujacej po nim
emisji kilonowej. Dzigki temu zdobylismy dowody, ze rozrzucona podczas
zderzenia z predkosciami bliskimi predkosci $wiatta gesta neutrononadmiarowa
materia gwiazd neutronowych jest $wietnym miejscem dla proceséw typu r

i tworzenia naprawde ciezkich pierwiastkéw, w tym platyny 7sPt i zlota 79Au,
a takze metali z grupy ziem rzadkich (wspomnianych weze$niej dysprozu,
neodymu, terbu), innych lantanowcéw i aktynowcédw, oraz pierwiastkéw
radioaktywnych, miedzy innymi polonu g4Po, radu ggRa i uranu ¢oU. Podobnie
jak w przypadku supernowych kilonowe sg zasilane energia fotonéw z rozpadéw
radioaktywnych, wigc badanie ich krzywych blasku umozliwia stwierdzenie, ile
i jakich pierwiastkéw danego rodzaju Swieci.

Powtarzajac za nieocenionym Carlem Saganem, doslownie pochodzimy

z Kosmosu: poprzednie generacje gwiazd ,umarty”, a my powstaliémy na
planecie stworzonej z ich réznorodnych pozostalosci. Zycie, w tej jedynej
znanej nam do tej pory formie, wymaga garéci réoznych, przewaznie lekkich

i tatwo osiggalnych pierwiastkéw, natomiast cywilizacja i postep technologii
korzysta z coraz bardziej egzotycznych i trudno dostepnych materiatéow
powstalych w najwiekszych kosmicznych katastrofach. Atomy skladajace sie
na najwazniejszy obecnie element ludzkiego ,fenotypu rozszerzonego” (mam,
oczywiscie, na my$li smartfon) przebyly niezwykle skomplikowana droge

z wnetrz gwiazd do wnetrz naszych kieszeni; warto o tym pamietac.

Niewaskie nieréwnosci
Karol HOROCH*

Nieréwnosci miedzy $rednimi, a w szczegdlnosci nieréwnosé miedzy Srednia
arytmetyczna i geometryczna (oznaczana dalej A-G), to jedne z podstawowych
narzedzi dowodowych w arsenale kazdego olimpijczyka. Przypomnijmy
sformutowanie A-G:
Dla dowolnego ciggu n nieujemnych liczb aq, . .
m< o +n+ana
przy czym rownosé zachodzi wtedy @ tylko wtedy, gdy a1 = as = ... = a,.
Twierdzenie to dowodzone jest zwykle indukcyjnie lub za pomoca twierdzenia
Jensena, ale jesli dowody te pozostawily w Tobie, drogi Czytelniku, niedosyt
i weciaz masz wrazenie, ze nier6wno$¢ A-G pozostaje nieintuicyjna, byé¢ moze
znajdziesz ukojenie w ponizszym rozumowaniu. Naturalnie, tych, ktérzy nie
widzieli jeszcze zadnego dowodu A-G, réwniez zapraszamy do lektury.

., 4y spelniona jest nierowno$é

Na poczatek przedstawimy dwie obserwacje, ktore powinny sie wydaé oczywiste
kazdemu zaznajomionemu z pojeciem sredniej arytmetycznej:

e Biorac dowolne dwie sposréd liczb aq, ..., a,, a nastepnie zwiekszajac jedna
z nich o ¢, a drugg zmniejszajac o € (gdzie ¢ jest dowolna liczba dodatnia), nie
zmienimy wartosci sredniej arytmetycznej liczb aq, ..., a,.

e Jedli jedna z liczb aq, ..., a, jest wieksza od $redniej arytmetycznej tych liczb,
to jest tez posrdd nich liczba mniejsza od tej Sredniej i vice versa.
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Rozwigzanie zadania M 1570.
OdpowtedZ: Taki wielo$cian istnieje.
Rozwazmy prostopadto$cian W
o wymiarach

V2 x Vi x 2.
Przecinajac ten prostopadtoécian
plaszczyzna przechodzacy przez $rodki
krawedzi o dlugosci 2, rozetniemy go na
dwa przystajgce prostopadlosciany
o wymiarach 1 X \3@ X \% Kaidy z nich
jest podobny do W w skali 2.

8, 18, 6, 10, 21, 16, 26 —
11, 15, 6, 10, 21, 16, 26 —
15, 15, 6, 10, 17, 16, 26 —
15, 15, 8, 10, 15, 16, 26 —
15, 15, 9, 10, 15, 15, 26 —
15, 15, 15, 10, 15, 15, 20 —
15, 15, 15, 15, 15, 15, 15

Rozwigzanie zadania M 1572.
Zauwazmy, ze reszta z dzielenia liczby n
przez liczbe k jest réwna

[z

wobec tego réwnosé r(n) = r(n — 1)
mozna przepisaé jako

n n—1

RIS S|

k=1 k=1

czyli réwnowaznie

(RG]

k=1

Zauwazmy ponadto, ze czynnik

n n—1
k k
jest rowny 1, jezeli k dzieli n oraz 0

w przeciwnym przypadku. Stad wniosek,
ze powyzszy warunek mozna przepisac

jako
2n —1 = E k.

k|n

Latwo sprawdzi¢, ze rownosé ta jest
spelniona dla n = 2™, gdzie m jest
dodatnia liczba catkowita. Przykladowa
nieskonczona rodzine liczb n
spelniajagcych warunek zadania stanowia
wiec wszystkie potegi dwojki.

Praca zwyciezcy Konkursu Uczniowskich
Prac z Matematyki z roku 1985, Piotra
Hajlasza, zawierata odpowiedzi na te
pytania — patrz Agg.

Proste? No wiec mozemy i$¢ dalej.

Nastepnym krokiem bedzie zdefiniowanie operacji zwezZania do Sredniej. Majac
dany ciag liczb a1, ...,a, o $redniej arytmetycznej s, wezmy takie dowolne
dwie a;, a;, ze a; < s < aj. Mniejsza jest odlegta od $redniej o s — a;, a wigksza
0 a; — s. Niech A bedzie mniejszg z tych dwéch réznic. Zwezenie do $redniej
liczb a; i a; polega na jednoczesnym zmniejszeniu a; i zwigkszeniu a; o A.
Przykladowo, jesli w zadanym ciagu liczb $rednia arytmetyczna wynosila 7, to
liczby 13 i 2 zostana zwezone do liczb 81 7, a liczby 519 zwezone do 71 7.

Operacja zwezania ma trzy cechy godne odnotowania:

1. Zwezenie dowolnych dwdéch liczb z ciagu nie zmienia $redniej arytmetycznej
calego ciagu.

2. Za kazdym razem gdy dokonujemy zwezenia, przynajmniej jedna ze
zwezanych liczb zréwnuje si¢ ze $rednia.

3. Za pomoca skoniczonej liczby operacji zwezania mozemy zréwnaé wszystkie
zadane liczby z ich $rednia.

Jedli w tym momencie, Szanowny Czytelniku, zmarszczytes brwi poruszony
my$la ,,Czy aby na pewno? Dla dowolnych ciagéw aq, ..., a,?7 W skonczonej
liczbie krokow?”, spieszymy z wyjasnieniami. Otéz, dopdki nie zréwnamy
wszystkich liczb ze érednia, zawsze bedzie para liczb do zwezenia réznych

od éredniej. Zanim wigc nie osiagniemy celu, mozemy zwezaé, a z kazdym
zwezeniem liczba liczb réznych od Sredniej zmniejsza sie o jedna lub o dwie.
Dla zilustrowania tego procesu na marginesie przedstawiamy ciag takich zwezen
dla liczb 8, 18, 6, 10, 21, 16, 26 (ktérych Srednia arytmetyczna wynosi 15), gdzie
pogrubione zostaly pary liczb podlegajacych zwezeniu.

Nadszed! czas na grande finale, w ktérym wyjaéni sie, jaki byt cel calego
zamieszania ze zwezeniami. Jest jasne, ze zwezanie nie zmienia wartosci sumy
liczb, a tym samym ich Sredniej arytmetycznej. Co natomiast z iloczynem,
a w konsekwencji — ze érednia geometryczna? Zachowujac poprzednio
wprowadzone oznaczenia, zalézmy, bez utraty ogélnosci, ze liczby a; oraz a;
zwezamy o A. Iloczyn zmieni si¢ wtedy na ai-...-(a; +A)-...-(aj —A) ... ap.
Wartosé tego iloczynu bedzie wigksza niz oryginalnego ay - ... - a,, gdyz

(ai + A)(aj — A) = a;a; + A(aj — ai) — A? > a;a; + 2A% — A2 > a;a;
(w przedostatnim kroku skorzystali$my z nieréwnosci a; — a; > 2A). Widaé
wiec, ze zwezanie zwieksza iloczyn zwezanych liczb. Oznacza to, ze $rednia
geometryczna wszystkich liczb rowniez sie zwigksza! Prawdziwosé A-G powinna
sie teraz objawi¢ w calej swojej oczywistosci. Majac ciag liczb, ktore nie sa
parami réwne, dokonujemy skonczonej liczby zwezen az do zréwnania ich ze
$rednia arytmetyczna. Kiedy to nastapi i wszystkie liczby z naszego ciggu beda
parami réwne, obie $rednie takze sie zrownaja. Poniewaz jednak z kazdym
zwezeniem Srednia geometryczna zwickszala sig, a arytmetyczna nie ulegata
zmianom, wnioskujemy, iz dla wyjsciowego ciggu srednia geometryczna byta
mniejsza od arytmetycznej. To konczy dowdd.

Dociekliwym Czytelnikom pozostawiamy sprawdzenie, ze analogicznie mozna
przeprowadzi¢ dowdd nieréwnosci:

a1 +...+ay, _ pfal+...+ah
<
n n
gdzie p jest dodatnia liczbg naturalna, a aq,...,a, sa nieujemnymi liczbami
rzeczywistymi. Podpowiemy, iz nalezy zbadac, jak zwezanie liczb wplywa na

wartosé al’ + a? , korzystajac ze wzoru dwumianowego Newtona.

)

Nasuwa si¢ pytanie, czy sa inne nieréwnosci miedzy srednimi, ktére mozna
udowodnié¢ w analogiczny sposob, tzn. wynajdujac przeksztalcenie ciggu danych
liczb, podobne do powyzszego zwezania do Sredniej? Takie przeksztalcenie
powinno mieé¢ dwie cechy: 1) nie zmieniajac wartoéci jednej ze $rednich,

zawsze zwieksza (ew. zmniejsza) drugg z nich; 2) w skoniczonej liczbie krokéw
wyréwnuje wszystkie liczby, tym samym wyrdéwnujac obie $rednie. Z tym
pytaniem pozostawiamy Czytelnika.
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