* Wydzial Matematyki i Fizyki
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Rys. 1

Leibniz i Calculus
Jarostaw GORNICKI*

W marcu 1672 roku do Paryza przyby! z misja dyplomatyczna od elektora
mogunckiego mtody prawnik, filozof i erudyta Gottfried Wilhelm Leibniz
(1646-1716). Spotkanie z Christiaanem Huygensem (jesienia 1672 r.)
przekonalo Leibniza, ze w matematyce jest nowicjuszem. Huygens, chcac
zbadaé¢ matematyczna przenikliwos¢ Leibniza, rzucil mu takie oto wyzwanie:
wyznaczy¢ sume szeregu 1 + % + % + 11—0 + %5 + -+ - Leibniz zadanie wykonat

(a Ty? rozwiazanie na konicu artykulu). Sukces rozpalil jego zainteresowanie
matematyka. Szczedliwym trafem od stycznia do marca 1673 roku Leibniz
przebywal w Londynie (drugi raz byl tam w 1676 r.). Podczas tego pobytu
nauczyl sie wiele o szeregach nieskonczonych, studiowat Lectiones geometricae
Isaaca Barrowa z 1670 r., a za posrednictwem Johna Collinsa zapoznatl sie

z manuskryptem De analyst per equationes numero terminorum infinites Isaaca
Newtona z 1669 r. Rozmawial z Robertem Hooke’iem, Robertem Boylem,
Johnem Pellem, a w Royal Society zademonstrowal swoja maszyne rachunkowa
(lepsza od stworzonej przez Blaise Pascala). Po powrocie do Paryza, za
namowa Huygensa, Leibniz studiowal prace Bonaventury Cavalieriego, Jamesa
Gregory’ego, René Descartesa i Blaise Pascala. Tak wspominal odkrywanie
swoich matematycznych mozliwosci: ,,bylem gotéw radzié¢ sobie bez jakiejkolwiek
pomocy, poniewaz dziela matematyczne czytatem prawie tak, jak inni czytaja
romanse”. W Paryzu zainteresowal si¢ problemem zmiennosci: jak szybko
zmienia si¢ okreslona wielko$¢, i odwrotnie, jak na podstawie tempa zmiany
pewnej wielkodci okresli¢ jej wartosé. Jesienia 1675 roku Leibniz znal juz ,nowa
metode” — to co dzisiaj nazywamy rachunkiem rézniczkowym i catkowym.
Dostrzegl, ze wyznaczenie stycznej do krzywej zalezy od stosunku réznic
rzednych i odcigtych, gdy te staja si¢ nieskonczenie mate.

Niech f bedzie funkcja rzeczywista, patrz rysunek 1. Kazdej wartosci z, w ktorej
funkcja f ma styczna, odpowiada wartos$¢ tg e, gdzie ¢ jest katem nachylenia
tej stycznej do kierunku osi OX. Tak okreslong nowa funkcje nazywamy
pochodng funkcji f. Oznaczmy ja symbolem % lub df. Dzialanie polegajace na
obliczeniu pochodnej nazywamy rézniczkowaniem. Zalézmy, ze krzywa f posiada
w ustalonym punkcie P(z, f(x)) styczna (rys. 1). Niech punkt Q(z + h, f(x + h))
bedzie punktem zmiennym. Wéwczas

QR _NQ-MP _f(z+h)— f(z)
PR MN h
Dla przyktadu, poniewaz

(x+h)"—2"=a"+nz" h+...+h" —2" =na"" h+...,

—tgy, gdy h — 0.

gdzie dalsze wyrazy zawieraja wyzsze potegi przyrostu h, wiec

" —
W—Hm”*l, gdy h— 0.

Pochodng funkeji 2" jest wiec funkcja dz™ = na"~!, ktéra przedstawia
chwilowe tempo zmian wielkoSci ™. Do obliczania pochodnych bardziej
skomplikowanych funkcji Leibniz zaproponowal postepowanie algorytmiczne
oparte na wykorzystaniu wzoréw (f i g to funkcje rzeczywiste, A to liczba
rzeczywista):

dA-f)=A-df, d(f+g)=df £dg, d(f-g)=df-g+[-dg,

f df -9 — f-dg
d (g) =L a(9) = @) o)
Operacja w pewnym sensie odwrotng do rézniczkowania jest znajdowanie

dla danej funkcji f takiej funkcji @, aby dq) f. Na przyktad dla funkcji
f(z) = 2™ mozemy odgadnag, ze ®(z) = Zga"!, bo d(Zg2"") = 2™
Procedure znajdowania takich funkcji ® nazywamy catkowaniem i zapisujemy
[ atdz = n-ls-l 2" + ¢ (c jest dowolna stala).
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Kluczowe w rozumowaniu Leibniza (i Newtona) bylo odkrycie zaleznosci miedzy
pochodna funkcji pola a krzywa, ktéra to pole ogranicza (rys. 2). Niech f bedzie
funkcja ciagla. Oznaczmy pole figury krzywoliniowej OPMO przez ®(x), a pole
figury krzywoliniowej OPQN MO przez ®(z + h). Wowczas
®(x + h) — @(x) = (pole MPQNM) =

= (pole MPRNM) + (pole PQRP) =h - f(z) + h- A(h),
gdzie A(h) oznacza odleglo$é pewnego punktu z tuku PQ od prostej PR.
Poniewaz f jest funkcja ciagla, wiec jedli h — 0, to A(h) — 0. Zatem

O(z+h) — P(x)

h

Oznacza to, ze rzedna krzywej jest pochodna funkcji pola pod ta krzywa.
Aby obliczyé pole OPMO pod krzywa f, wystarczy wskazaé¢ taka funkcje @,
aby d®(z) = f(z), oczywiscie przy zalozeniu, ze ®(0) = 0. Symboliczny
zapis tej procedury Leibniz podal 11 listopada 1675 roku w postaci:
(pole OPMO) = [ f(t)dt

= f(z), gdy h—0.

Jednym z pierwszych rezultatéow ,nowej metody” Leibniza jest niezwykla
kwadratura kola. Uwage Leibniza zwrécil rysunek Pascala nieskonczenie matego
trojkata o bokach dx, dy, ds. Pascal wyznaczyt pole pod nieskonczenie matym
tukiem, zastepujac tuk odcinkiem ds stycznej (rys. 3).

Leibniz zaproponowal takie rozwiazanie: na okregu (z — 1) + 4% = 1, czyli

2? + y? = 2z, rozwazmy punkt P(z,y) i lezacy na stycznej (nieskoriczenie blisko)
punkt Q(z + dx,y + dy). Tréjkat APQR jest podobny do tréjkata ATPD

i do ATOW, wiec

dy PD  y-=z ad » — u — @

de _ TD gz @ 7Y mdm
Poniewaz ;7 = dz, wiec hds = zdz i (pole AOPQ) = 5 - hds = % - zdx jest
réwne potowie pola nieskoriczenie waskiego prostok@ta o bokach z i dz

C . d
(i wierzchotku D) lezacego pod krzywa z =y — x3%.

Zatem pole odcinka kota OPAOQ, jako suma pol nieskonczenie waskich trojkatéw,
Jest rowne potowie pola pod krzywa z =y — I’ 2: (pole odcinka OPAQ) =

=3 fo zdx. W tej sytuacji pole czwartej czesci kola jednostkowego jest réwne
1

1 1
— = (pole AOA1) + (pole odcinka OPAQO) = 3 i/zd:ﬂ,
0
gdzie z =y — z o ROZHICZkuJQC réwnanie okregu, Lelbnlz otrzymat

2z + Zydy =2, skqd Y= 1—7“. Wowczas z=y— xgg = 2 ale wtedy
22 = ;2 = ﬁ =57, sk@d T = 1+ >. Korzystajac z oczyw1steJ zaleznosci,
przedstawionej na rysunku 4, mamy
1 1 L

™ 1 1 1 1 z

S=s [rar=c o (1- d):1_/7d.

4 2+2/’”; 2772 /Iz 1+ 2%

0 0 0

2
Rozwijajac ulamek 17> w szereg nieskoniczony za pomocy dzialan

algebraicznych, tak jak robil to Mercator, Leibniz uzyskal szereg
2

27222—7;44-756—2“8—1-...,
14 22
a catkujac go wyraz po wyrazie, otrzymat
L 1
17/14_ 2d2*1—/(22—z4+26—z8+...)dz:
0 0
1 1 1 1 1 1 1 1
=1 (22— + 27— =204 . =l 44—
(32 57T T ) 3757779

Dodatkowo Leibniz wiedzial, ze otrzymany szereg jest zbiezny. Istotnie,

Som= (1= (214 (1 !
an = 3 5 7) 7" \om—3 om—_1)°
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Obecnie wykazanie tozsamo$ci Leibniza
jest standardowg umiejgtnoscia,

T

1
arctge = —dt =
g /1+t2

0

II:3 £5
et ot
2n+1 2n42
nZ ntt [ 0
—1 —1 dt.
+=1 2n+1+( ) \/1-|-t2

0
Ostatnia catka dazy do zera, gdy |z| < 1,

gdyz
x
dt] < ‘/t2"+2dt‘ -
0]
1

x
0
_ 2n+43
2n + 3

gdy n — oco. Zatem dla |z| < 1 funkcja

arc tg x ma rozwiniecie w postaci szeregu
3 5

F+%5 —...idlaz=1,

bodag-

p2n+2

1+ t2

|| -0,

arctgx =x —

mamy%:l—%-i—

=
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W tych czasach szyfrowanie wiadomosci
nie bylto niczym niezwykltym. Jeszcze Carl
Gauss w swoim Dzienniku pod datg

10 lipca 1796 roku napisat

EYPHKA. num = A + A + A.

Majac wtedy 19 lat, odkryl dowdd
wyjatkowego rezultatu: kazda dodatnia
liczba calkowita jest sumaq trzech liczb

tréjkqtnych {0,1,3,6,10,..., %, .ot

Anagram Newtona ,,6acc. .. 12vz” oznacza
Data aequatione quotcunque fluentes
quantitates involvente fluxiones invenire
et vice versa (list byl pisany po lacinie),
czyli ,wedlug danego réwnania,
zawierajacego ilekolwiek fluent, znalezé
fluksje i na odwrét”.

W pracy Nowva methodus. .., pierwszej
publikacji z rachunku rézniczkowego, jest
warunek dv = 0 dla maksimum lub
minimum d dv = 0 dla punktu przegiecia.

Leibnizowi zawdzigczamy (obok d-notacji:
%, ff(z)dz) réwniez nazwy calculus
differentialis i calculus integralis, uzycie
symbolu ,=” na réwnosé, kropki dla
mnozenia, terminy funkcja oraz
wspdlrzedne.

Rozwigzanie zadania z poczatku artykutu:
dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi

1 1 2

n(n+1)
2 ! + ! + ! + + ! =
: T a(n+1)]

" 1 1
n n+1
71,+l"

zatem rozwazany szereg jest zbiezny,
a jego suma to 2.

=2 —

WiQCSQ<S4<S6<...i
1 1 1

1 1
l—(z—<)—...— - — <
<3 5) <2n5 2n3> 2n —1

zatem So, — s, gdy n — oo. Wtedy réwniez So,11 = So, +
gdy n — oo.

Son, 1

)

1
el S

Ostatecznie Leibniz otrzymal réwnosé:
1 1

3757

1 1

7

7r
1=
4

9

O swoim odkryciu Leibniz powiadomil Huygensa, szczegétowo opisal

swoja metode w liscie z 27 sierpnia 1676 roku przestanym Newtonowi za
posrednictwem H. Oldenburga (sekretarza Royal Society). W odpowiedzi,

w licie do Oldenburga z 24 pazdziernika 1676 roku, Newton pisal: ,metoda
Leibniza otrzymania szeregu zbieznego [do 7] jest z pewnoscia bardzo elegancka
i wystarczajaco ujawnia geniusz jej autora, nawet jesli nie napisze on nic wiecej”.
Jednak na prosbe Leibniza o ujawnienie swoich metod Newton pisal: ,Podstawy
tych operacji sa w istocie dos¢ oczywiste, ale poniewaz nie moge kontynuowaé
wyjasnienia tego teraz, wolalem to ukry¢:

6accdael3eff7i3l9n404qrr4s9ti2vz.

Na tym fundamencie probowalem réwniez uproscié teorie, ktore dotycza
kwadratury krzywych i doszedtem do pewnych ogdélnych twierdzen”.

Po powrocie z Paryza, w pazdzierniku 1676 roku, Leibniz pozostal w stuzbie
ksiecia Hanoweru. Zajmowat sie biblioteka, genealogia, prawodawstwem,
technika, dyplomacja, ale przede wszystkim byl filozofem. Byl inicjatorem
utworzenia Akademii Nauk w Berlinie (11 lipca 1700 r.) i jej pierwszym
przewodniczacym. W swoich dziataniach dazyl do pogodzenia wiary i rozumu,
religii i nauki, idealizmu z materializmem. Prowadzil ozywiona korespondencje
z ponad 600 osobami. Zachowalo sie okoto 15 tysiecy jego listow, w istocie
esejow.

Po Elementach Euklidesa rachunek rézniczkowy i calkowy pozostaje
najwiekszym osiagnieciem matematyki. To dzigki niemu wiemy, ze Swiat
funkcjonuje zgodnie z pewnymi zasadami matematyki i fizyki, ktore umozliwiaja
przewidywanie wynikow okreélonych dzialan. Newton pierwszy odkryt
rachunek rézniczkowy i catkowy, w latach 1664-1666, podchodzac do problemu
kinematycznie, ale z ogtoszeniem swoich wynikéw zwlekal. Leibniz, niezaleznie
od Newtona, odkryt rachunek rézniczkowy i catkowy pédzniej, w latach
1672-1676, na drodze rozwazan algebraiczno-geometrycznych. Leibniz (pomijajac
korespondencje, gdzie uczynil to jeszcze wezedniej) pierwszy oglosit prace

o rachunku rézniczkowym Nowva methodus pro maximis et minimis,... w ,Acta
Eruditorum” 3 (1684), 467-472, oraz pierwsza prace o rachunku calkowym

De geometria recondita et analysi... w ,Acta Eruditorum” 5 (1686), 292-300.
Newton zrobil to dopiero w traktacie De quadratura curvorum z 1704 r., a praca
Newtona The Method of Fluzions (1736) ukazala sie niemal dziesieé lat po jego
$mierci. Dodatkowo metoda Leibniza byla bez poréwnania lepiej opracowana
(trafnie dobrana symbolika, nazewnictwo) i do dzi$ jest uzywana.

Spér o pierwszenstwo (wywolany przez przesadnie patriotycznych przyjaciél
Newtona) na cale stulecia zatrul relacje miedzy matematykami z wysp

i z kontynentu. Droga wytyczona przez Leibniza poszli uczeni tej miary co Jacob
Bernoulli (ur. 1654 r.), Johann Bernoulli (ur. 1667 r.), markiz de L’Hopital
(autor pierwszego podrecznika rachunku rézniczkowego i calkowego Analyse des
infiniment petits. .. (Paryz, 1696), napisanego na podstawie wykladéw Johanna
Bernoulliego). Ich nastepcy na kontynencie, Leonhard Euler, Joseph Lagrange,
Pierre de Laplace, wytyczali dalsze kierunki badan.

Wielkim przegranym okazat si¢ Leibniz, odszedl niezauwazony i zapomniany.
W luteranskim Neustddter Kirche w Hanowerze znajduje sie jego skromne
epitafium OSSA LEIBNITII (prochy Leibniza).
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