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W przestrzeni tatwiej!

Niektoére zadania z geometrii ptaskiej tatwiej najpierw rozwiazaé¢ w przestrzeni,
a pézniej dopiero z powrotem je ,splaszczy¢”. Liczne przyklady pojawity sie
w deltoidach 17 1 18. Oto jeszcze dwa tego rodzaju problemy.

Joanna JASZUNSKA

1. Znajdz na plaszczyznie skonczenie wiele okregdéw o roztacznych wnetrzach

< i takich, ze kazdy jest styczny do dokladnie pieciu z pozostatych.

2. 32 proste dziela kolo o promieniu 10 cm na pewna liczbe czeéci. Udowodnij,
ze w jednej z nich da sig¢ zmiesci¢ okragly guzik o promieniu 3 mm.

Rozwigzania

R1. Kazdy z okregéw wpisanych w $ciany dwunastoscianu
foremnego (rys. 1) jest styczny do pieciu z pozostatych.
Jak splaszczy¢” te konfiguracje, aby okregi pozostaty
okregami i spelnialy zadane wlasnosci?
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Rys. 1

Rys. 2

Dygresja. Na nieograniczonym stole stoi przezroczysta
sfera. W _najwyzszym” punkcie N tej sfery,
przeciwleglym do punktu S stycznosci ze stolem,
zapalamy zaréwke. Zaznaczamy na powierzchni sfery
dowolny punkt A # N, a na stole jego cien A’. Taki A’
nazywamy rzutem stereograficznym punktu A (rys. 2).
Rzut ten dziala na punktach rozwazanej sfery tak, jak
inwersja o srodku N i promieniu NS.

Rzut stereograficzny ma mndstwo sympatycznych
wtasnosci. Na przyktad okregi nieprzechodzace przez N
przeprowadza na okregi oraz zachowuje stycznosé.

Wracajac do rozwigzania zadania, zauwazmy, ze
kazdy z naszych 12 okregéw lezy na powierzchni sfery
wpisanej w krawedzie wyjSciowego dwunastos$cianu.
Sfera ta jest bowiem styczna do kazdej krawedzi w jej
srodku, a przekrdj sfery plaszczyzna Sciany to wlasdnie
okrag wpisany w te Sciane.

Rys. 3 (wykonal Wojciech Guzicki)
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Niech N bedzie dowolnym z punktéw sfery, lezacych
na zewnatrz wszystkich okregéw. Rzut stereograficzny
z N przeprowadza nasza przestrzenna konfiguracje

na szukana plaska konfiguracje okregéw (rys. 3). O

Nieco inne rozwiazanie zadania 1 opisano w Klubie 44 M
w Delcie 5/2011.

R2. Zaznaczmy wzdtuz kazdej z danych 32 prostych
kolorowy pas o szerokosci 3 mm w kazda strone:

3 mm
3 mm

Srodek guzika nie moze nalezeé do zadnego z paséw
(dlaczego?). Podobnie $rodek guzika nie moze by¢

w odleglosci mniejszej niz 3 mm od brzegu kota.
Zamiast danego kota rozwazajmy wiec mniejsze

kolo K, wspélsrodkowe z nim, o promieniu 97 mm.
Czy jest mozliwe, aby kolorowe pasy pokryty cale
koto K7 Jedli nie, to dowolny z niepokrytych punktéw
y,hadaje sie” jako érodek guzika. Jak oszacowaé pole
powierzchni kola przykrytej przez pasy?

Dygresja. Lemat o pomaranczy. Jesli pomarancze
(kule o promieniu r) pokrojono na plastry jednakowej
grubosci h, to kazdy z nich ma takq samq powierzchnie

skorki (2mrh).
Dowéd znalezé mozna np. w Delcie nr 3/2006.

Wracajac do rozwigzania zadania, spojrzmy

na nasze kolo K z pasami jako na rzut (widok z gory)
pewnej kuli, wtedy pasy te odpowiadaja plastrom.
Wobec tego taczne pole 32 paséw na powierzchni kuli
rowne jest co najwyzej 32 - 2w - 97 - 6. Tymczasem
powierzchnia kuli o promieniu 97 mm réwna jest

4w - 972, czyli wiecej. Zatem pasy nie pokrywaja calej
kuli, wiec ich rzuty nie pokrywaja catego kota K

i w dowolnym z niepokrytych punktéw mozemy umiescié
srodek guzika o promieniu 3 mm, co konczy dowod. O

Uwaga. Suma szerokosci 32 paséw z powyzszego
rozwiazania réwna jest 192 mm, wigc ulozone rownolegle
obok siebie nie wystarczytyby do pokrycia kota K

o promieniu 97 mm. Dowiedliémy, ze zadne inne ich
ulozenie tez nie wystarcza. W 1932 r. A. Tarski postawit
ogoblniejszy problem: Figura wypukla ma w najwezszym
miejscu szeroko$é d. Czy da sie jg przykryé pasami

o sumie szerokosci mniejszej od d? W 1951 r. T. Bang
wykazal, ze odpowiedz jest negatywna.



