matematyke, opisujgce mate i wielkie odkrycia, a rowniez drobne fakciki podpatrzone w zZyciu.
Wsrad ariykulow podwieconych wybranym zagadnieniom z arytmetyki i algebry oraz geometrii
warto wymieni¢ A, M. Rusieckiego Algebraiczna metoda rozwiqzywania zagadnieri i Zagadnienia
niedostatecznie sprecyzowane, Kazimierza Cwojdzifiskiego Kilka sléw o ciggach, Wiadyslawa
Wojtowicza Sposoby elementarne wyznaczania maximum funkcji i Jak Ceva znajdowal twierdzenia
geomelryczne za pomocq statyki (Giovanni Ceva — znakomity matematyk wloski, Zyjacy w latach
1648-1734), Alfreda Tarskiego O stepniu réwnowainosci wielokqtow i Stefana Kulezyckiego

O najszczelniejszym rozmieszczeniu kul w przestrzeni, Z zastosowan matematyki na szczeg6lng
uwage zasluguje bardzo interesujacy artykul Hugona Steinhausa Loxgimetr; autor ten w niezwykle
ciekawy sposab opisuje i uzasadnia metode mierzenia dlugoéei linii krzywych na przykladzie
litery ,,5”. Godne odnotowania s rowniez: artykul Petre Sergescu (prof. Uniwersytetu w Cluj —
Rumunia) przedstawiajacy zasadnicze rysy matematyki w starozytnoéci oraz artykul A. M.
Rusieckiego informujacy o jezyku interlingua. Jest to migdzynarodowy jezyk pomocniczy
stworzony przez prof. Giuseppe Peano (matematyk i logik wioski, zyjacy w latach 1858-1932).

W jezyku tym podawalo czasopismo przy koticu kazdego zeszytu swoja zawarto§é

W «Mlodym Matematyku» znajdujemy pickne zadania, sa tez rozwiazania zadan pochodzace

od uczniéw — czytelnikéw czasopisma. Artykuly, ciekawostki i ,,sztuczki matematyczne” podane
w ,,Zapiskach” i w ,,Kqciku bez tytutu” czyta si¢ z wielka przyjemnoécia.

Zamieszczony ponizej artykut A, Tarskiego oraz wybrane z réznych dzialéw zadania pochodza

z numeru 3, 1931, «Mlodego Matematyka»,

O stopniu réwnowaznosci wielokatow
Dr Alfred TARSKI (Warszawa)

W artykule tym pragng om6wié pewne pojecia, nalezace calkowicie do zakresu geometrii
elementarnej, a dotad niemal weale nie zbadane.
Jak wiademo, dwa wielokaty Wi V¥ nazywamy rownowaznymi, wyrazajac to wzorem; W~ V,
W jezeli daja si¢ one podzieli¢ na jednakows iloé¢ wielokatéw odpowiednio przystajacych. Ten
w!] W Si Wi{ We \ podziat wielokatéw réwnowainych na czefci przystajace nie jest jednoznaczny: dwa wielokaty
rownowaine dajg si¢ podzieli¢ na czeéci przystajace w sposob rozmaity zaréwno pod wzglgdem

T\:’% liczby, jak i ksztaltu tych czesci. Wyjasnimy to na przyktadzie.
W v R 5 4
’ 1 _V\{i Zarowno rys. 1, jak i rys. 2, wykazuja, e kwadrat o boku @ oraz prostokat o bokach 29 i 54
2

- 53 sobie rownowazne, ale ich podzialy na obu rysunkach sa zgola rézne.
Rys | W zwiazku z tem spostrzezeniem nasuwa sig¢ w sposob naturalny pytanie: na jaka najmniejszq
liczbg czgdei odpowiednio przystajgcych mozna podzieli¢ dwa dane wielokaty réwnowazne?
Zagadnienia tego wlasnie typu pragniemy poruszyé w ,,Parametrze”.
W tym celu przyjmiemy nastepujgea definicje:
W Stopniem réwnowaznosci dwoch wielokatéw rownowaznych Wi V nazywamy najmniejszq liczbe
v naturalng », czynigca zadosé warunkowi: kazdy z wielokatow Wi ¥ daje sie podzieli¢ na n
W wielokatow w ten sposob, ze wielokaty, otrzymane z podzialu W odpowiednio przystaja do
3 wielokatow, otrzymanych z podziatu V.') — Stopien rownowaznosci wielokatow W i ¥ bedziemy
W, V%/ oznaczali symbolem: (W, V).
WT V1 Nalezy tu uczyni¢ pewna uwage. Wyrazowi ,,wielokat” dogodnie jest nadaé¢ w niniejszych
rozwazaniach znaczenie szersze niz to, ktore jest stosowane w poczatkach nauczania geometrii
Rys. 2 elementarnej. Mianowicie, wielokqtem w znaczeniu szerszem nazywamy tu figure plaska, ktora jest
zestawieniem skoficzonej liczby wielokatéw w pospolitem znaczeniu tego wyrazu. Tak np.
wielokatem w znaczeniu szerszem jest figura, zlozona z prostokatoéw 2 i 4 na rys. 1, lub tez figura,
zlozona z obu tych prostokatéw i ponadto czworokqta 3 na rys. 2. Zaznaczamy mimochodem,
Ze rozszerzenie poje¢cia wiclokata jest niezmiernie uzyteczne w calej teorji rownowaiznosci
wielokatoéw: bez tego rozszerzenia wiele rozumowaii z tej teorji, spotykanych w podrecznikach
elementarnych, grzeszy brakiem scistosci.
W zastosowaniu do wielokatow w znaczeniu szerszem nastrecza pewna trudno$é poprawne
zdefiniowanie pojgcia przystawania, Ograniczymy si¢ tu do nastepujacego wyjasnienia
pogladowego: dwa wielokaty w znaczeniu szerszem — podobnie jak i wszelkie figury
geometryczne — przystaja, jezeli jeden z nich moina ,,natozy¢"” na drugi (nie zmieniajac
wzajemnego polozenia skiadowych czeici Zadnego z nich) w ten sposob, aby sig ,,pokryly”. Tak
np. wielokat, przedstawiony na rys. 3, nie przystaje do wielokata, przedstawionego na rys. 4, ale
jest z nim rownowazny.

11 O ile nam wiadomo, pojgcie to
wprowadzil Dr. Adelf Lindenbaum
(Warszawa), ktory wraz z autorem artykulu
ustalif pewne wlasnosci tego pojecia.

D I:I D D O stopniu rownowaznosci wielokgtéw wiemy dotychczas bardzo malo. Podamy tu przykladowo
kilka elementarnych wiasnosci tego pojecia.
Rys. 3 Rys. 4 1. Dia dowolnych wielokqtéw réwnowainych WiV jest

(W, V) = (v, W).
2. Na to, by 6 (W,V) = 1, potrzeba i wystarcza, by wielokaty W i V przystawaly; w szczegélnosci,
dia dowolnego wielokqta W mamy §(W,W) = 1,
3. Jezeli wielokqt W mozemy podzieli¢ na wielokaty Wy i W, a wielokqt V — na wielokaty V,
iVy wten sposob, iz Wy ~V, i Wy ~V,, to 8(W,V)< 8(Wy,Vi)+ 8(W,,Va).
4. Jezeli W Ui Ve~ U, to 6(W,V)< 8§(W,U) §(V,U).
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Wiasnosci 1-3 sg oczywiste. Uzasadnienie wlasnosci 4 rowniez nie nastreczy trudnosci tym
z posrod Czytelnikow, ktorzy uprzytomniq sobie zastosowanie metody t.zn. pedwdinej sieci
podziatu do dowodu twierdzenia, w mysl ktérego dwa wielokaty, rownowazne trzeciemu, sa sobit
rOwnowazne,
Dla sfomulowania nast¢pnej wlasnosci potrzebne jest pojecie Srednicy wielokata.
Srednicq wielokata W, symbolicznie: o( W), nazywamy najdiuzszy z posrod odcinkéw, laczacych
dwa punkty wielokata W. Latwo okazaé, ze kazdy wielokat posiada Srednice (moze byé wiele
srednic przystajacych). {
5. Jezeli W i V sq to wielokaty réwnowazne, przyczem W jest wielokqtem wypukiym, to
a(W)

W, V)= 0

Dowod. Zastosujmy rozumowanie apagogiczne. Przypusémy mianowicie, Zze wbrew tezie

twierdzenia 5 -
0
(l) I'SU'V;VJ = H-CW.
Wynika stad natychmiast, ze
a(W)

@ o)< ——.
Zgodnie z okresleniem Srednicy, w wielokgcie W znalezé mozna dwa takie punkty 4, i Ay, ktore
sa koricami $rednicy o( W). Podzielimy Ao A, na n przystajacych czeéci, i niech 4, A2, ... duy
beda to punkty podziatu, Kazdy z odcinkow AiAdy, (gdzie 0 < k < n) przystaje do n-ej czedci
$rednicy o(W), a zatem wobec (2) mamy: AyAx.: > o(W); wnosimy stad, ze tem bardziej
(3) A, > a(V)dla dowolnych roznych liczb naturalnych k i /, zawartych miedzy 01 #.
‘W mys$! definicji stopnia rownowaznosci, z (1) wynika, ze wielokaty Wi V daja si¢ podzieli¢
na n czesci odpowiednio przystajacych; niech W, W,, ..., W, beda to wielokaty, otrzymane
z podziatu W, a V4, V,, ..., V. — odpowiednio przystajace do nich wielokaty, otrzymane
z podziatu V.
Jak wiemy, punkty A, i A, naleza do wielokata W; poniewaz W jest na mocy zaloZenia
wielokatem wypuklym, wigc wszystkie punkty odcinka 4,4, w szczegolnosci za Ay, 4, ... Ay-y
naleza do W. W ten sposOb w wiclokgcie W wyrdzniamy n+1 punktow Ag, Ay, ... Aa,
a réwnoczesnie podzielili§my ten wielokat na n czesci Wy, Wa, ... W,. Wnosimy stad, ze choé
dwa ze wskazanych punktow naleza do tej samej czefei, np. punkty Ay i 4; (k # [) naleza do
czesci W
Poniewaz wielokaty W, i Vy, przystaja, przeto w wielokacie ¥, mozemy oczywiscie znaleZ¢ takie
dwa punkty B i B;, ze odcinek BB, przystaje do odcinka AxA4,. Punkty By i By, nalezac do Vi,
naleza tem samym do ¥V, wobec czego odcinek B, B; nie moze przekraczac $rednicy wielokata V.
Zastepujac BB, odcinkiem przystajacym Ay4,, otrzymujemy wzor
(4) AxA; < o(V), gdzie k i I sa to dwie rozne liczby naturalne, zawarte migdzy 0 i a.
Wobec jawnej sprzecznoéci miedzy (3) i (4) musimy odrzuci¢ przypuszczenie (1) i uznac
twierdzenie za udowodnione.
Twierdzenie 5 mozna uogélnié, zastepujac warunek: ,, W jest wielokatem wypukiym’ warunkiem:
»» W jest wielokatem spdjmym™ (t.zn. wielokatem takim, ze dwa dowolne jego punkty daja si¢
polaczy¢ lamana, ktorej wszystkie punkty naleza do tego wielokata), Dowod uogolnionego
twierdzenia, wymagajacy nieznacznej modyfikacji w dowodzie pierwotnym, pozostawiamy
Czytelnikowi.
Operujac definicja stopnia réwnowaznosci oraz powyzej podanymi wlasnosciami tego pojecia,
mozna przystapi¢ do badania stopnia réwnowaznosci w odniesieniu do réznych konkretnych par
wielokatow rownowainych. Naogot potrafimy dla stopnia rownowaznosci kazdej poszczegolnej
pary wielokatéw podaé jedynie pewne ograniczenia z gory i z dotu.
Ograniczenia z gdry uzyskujemy natychmiast w tych przypadkach, gdy mamy rysunek, ustalajacy
rownowazno$¢ wielokatow Wi V przez rozklad na czesci odpowiednio przystajace: jezeli
w kazdym z nich liczba czesci jest n, to na mocy definicji stopnia réwnowaznosci bgdziemy mieli

MW, V)< n.
Ponadto przy ustalaniu ograniczenia z goéry mozemy niekiedy positkowa¢ sie¢ wlasnodciami 3 i 4.
Jedli chodzi o ograniczenia z dofu, mamy tu przedewszystkiem trywjalne ograniczenie:
8(W,V) = 2, ktére na mocy wlasnoéci 2 zachodzi dla dowolnej pary wielokatow Wi V
rownowaznych, ale nie przystajacych. Znacznie trudniej jest uzyska¢ mocniejsze ograniczenia
z dolu; mamy tu narazie do dyspozycji tylko wiasnosc 5.
W niektorych tylko przypadkach udalo sie uzyskaé ograniczenie z dolu, pokrywajace sig
z ograniczeniem z gory, przez to samo — wyznaczy¢ dokladnie stopien roOwnowaznosci
wielokatow.
Podamy tu kilka przykladow.
A. Niech Wi ¥ beda to odpowiednio kwadrat i prostokat z rys. | lub 2. Rys. 1 daje:
S(W,V) < 5, natomiast z rys. 2 otrzymujemy mocniejsze ograniczenie: (W,¥) < 3. Na mocy
wlasnodci 2 mamy: §(W,V) = 2; wlasnoéé 5 w tym przypadku lepszego ograniczenia nie daje.
Ostatecznie wige 2 < §(W, V) < 3. Kwestia, ktora z liczb 2 i 3 jest wartoscia 6(W,V), pozostaje
otwarta.
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Rys. §

Rys. 6

Rys. 7

2 Por. dowody obu tych twierdzen

w podreczniku Wi Wojtowicza. Zarys
geometrii elementarnej, wyd. VI, § 177 oraz
&5 191 i 192 (przez analize dowodu drugiego
z tych twierdzen uzyskalimy podany powyiej
rys. 2).

5 1
B. Niech V bedzie prostokatem o bokach Z4 i 5@ (jak w poprzednim przykladzie), a U -

] 2
prostokatem o bokach 5 a i-s" a. Rys. 5 daje: 6(U,V) < 2. Poniewaz z drugiej strony na mocy

wilasnosei 2 (lub 5) mamy: 4(U,V) = 2, wiec ostatecznie otrzymujemy: (U, V) = 2.

C. Niech W,V,U beda to figury, opisane w przykladach A i B. Na mocy wlasnoéci 4 mamy:
W, U) < 8(W,V)- 6(UV);

iak okazalismy w A i B, 8(W, V) < 3, a 6(U,V) = 2, zatem (W, U) < 6. W tym jednak

przypadku zamiast stosowania wlasnosci 4 lepiej jest oprzec sig bezposrednio na rys. 6, ktory

daje: (W, U) < 4.

Z uwagi na wlasno$¢ 2 mamy ostatecznie: 2 < 6(W,U) < 4. Kwestia wyznaczenia dokladnej

wartosci o( W, U) znowu zostaje otwarta.

1
D. Niech W bedzie kwadratem o boku a, ¥ — prostokatem o bokach 3a iT a.
Z rys. 7 wida¢, ze 6(W,V) < 3. Z drugiej strony, stosujac wlasnos¢ 5, otrzymujemy :

a(V)
(W, V)= W)
5
Jak latwo widzied, Srednicami prostokatow sa ich przekatne; wobec tego: o(V) = 9

41
(W) =y2"a, a zatem §(W,V) > ]/; S

Poniewaz 6( W, V) jest liczbg naturalng, wigc nierownosé: (W, V) > 2 zastgpi¢ mozna nierdwnoscia:
M W,V) = 3. Ograniczenia zgory i zdolu pokrywajg si¢, wobec czego mamy: (W, V) = 3.

Na tych przykiadach poprzestajemy.

Nawigzujac do pierwszego zdania w niniejszym artykule, powtarzamy raz jeszcze, ze w tym dziale
geometrji elementarnej niemal wszystko pozostaje jeszcze do zrobienia. Nasuwa sig¢ tu caly szereg
wdziecznych tematéw do opracowania, z posrod ktérych wysuniemy nastepujacy.

Niech Q bedzie kwadratem o boku a, P za§ — prostokatem o bokach x-a i% - a, gdzie x jest
dowolna liczbg rzeczywista dodatniq. Wielokaty Q i P sa oczywidcie rownowazne. Jak latwo si¢
zorientowac, stopieni ich rownowaznosci jest funkcja x; bedziemy go oznaczali symbolem ,,7(x)",
kladziemy zatem:

4(Q,P) = t(x).

lFematem, ktorego opracowanie goraco polecalibyémy, byloby dokladne zbadanie funkcji 7(x).
Niektore ze znanych nam wlasnosci podamy w nastepujacych twierdzeniach.

1. Funkcja t(x) jest okreslona dla wszelkich liczb dodatnich i jako wartosci przybiera wylgcznie
liczby calkowite dodatnie.

1
II. 7(x) = r(;) dla dowolnego x > 0.

Sa to bezposrednie konsekwencje definicji funkcji 7(x) oraz definicji stopnia rownowainosci.
Oznaczajac symbolem ,,E(x)” najmniejszq liczbe calkowita n niemniejsza od danej liczby
rzyczywistej x (a zatem sprawdzajacg wzor: n—1 < x < n), mamy dalej:

II1. 7(x) < E(Y/x*—1) +2 dla dowolnego x > 1.

Dowodu powyiszego twierdzenia nie bedziemy przytaczali; zaznaczymy jedynie, ze dowdd ten
mozna uzyskaé, analizujagc dowody dwéch znanych twierdzen z teorii réwnowaznosci wielokatow,
a mianowicie 1) twierdzenie o rownowaznosci dwoch réwnoleglobokow, ktorych podstawy

i wysokosci odpowiednio przystaja. 2) twierdzenia, w mysl ktérego kwadrat, zbudowany na
przyprostokatnej dowolnego tréjkata prostokatnego jest rGwnowazny prostokatowi, zbudowanemt
z przeciwprostokatnej oraz z rzutu rozwazanej przyprostokatnej na przeciwprostokatna?®).
Proponujemy Czytelnikowi podanie dokladnego dowodu omawianego twierdzenia lub
przynajmniej kilku jego szczegolnych przypadkow, jak

‘r(l —;—)g 3, r(z%)é 4, T (Y10) < 5.

Twierdzenie III ustala pewne ograniczenie gorne dla funkcji z(x). W tych przypadkach, gdy x
jest liczba wymierna, daja si¢ uzyskac inne, czgstokroé mocniejsze ograniczenia dla rozwazanej
funkcji, przyczem — w przeciwstawieniu do twierdzenia 1Tl — przy ustalaniu tych ograniczen
nie trzeba si¢ uciekac do podzialu prostokatéw na figury, nie bedace prostokgtami. Pomijajac tu
przypadek ogélny, podamy nastepujace latwe twierdzenie:

1V. ©(n) < n dla dowolnej liczby calkowitej dodatniej n.

Wynika to z nastepujacej uwagi: kwadrat o boku @ moina podzieli¢ na n przystajacych

1
prostokatéw o bokach a i - a2z ktérych nastgpnie daje sig ulozyé prostokat o bokach n-a

1
i ?-a(por._rys.‘!dla n=23)
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Rozwigzanie zadania F 16
W zadaniu rozwatamy reakeje: m4p — MN=
4k m gdzie v, p, N 33 symbolami pmn Iy
protonu 1 nukleonu, natomiast & oznace
maksymuaing liczbe piom‘m‘. juky nmin.\
wytworzyé przy ustalonej energii nadlatujacego
plonu
W zderzeniach czgstek elementarnych
obowigzuja pewne znsady zachowania. Zasada
zachowania cnergi @ pedu jest Wam doskonale
znana. Innvmi wielkosciami $cisle
znchowywanymi w zderzeninch sa migdzy
innymi liczba barionowa B oraz ladunck
elektryczny. Barionami (B = 1) 52 na
przykiad proton i neutron, natomiast dia
piondw liczba barionowa réwna sig zero
W rozwazanef reakeji liczba barionowa jest
rachowana., bowiem réwna sig | przed i po
reakcji. Rownicz zasada zachowanin fadunku
nie narzuca fadnych ograniczen priy
rozwigzywnniu postawionego problemu,
poniewai piony wystgpujg w trzech stanach
ladunkowych (+, 0, — ). Ograniczenia liczby
produkowanych czastek wynikajn wiee jedynie
z zasad zachowania energii i pedu
Oczywiicie obie te zasady muszy byé
spelnione jednoczesnie.
Przebieg reakcji modemy analizowad
w roinych ukladach odniesienia. Majbardzie;
naturalnym jest dla nus ukiad bezpoirednio
zwigzany z nami, obserwatorami, ceyli tzw,
uklad laboratorium.
Jednakie postawiony probléem byniijmnicj nic
rozwigzuje sig l'\[i_l!"l'\"."\'l.wl w takim ukhdzw
11dnlt_“.lr_|11| Mianowicie nie moina ¢ | LJ
energii czastek przed r-..JI“jl samienic€ tylko
w masy spoczynkowe produkowanych czgstek
Nadlatujacy pion posiada pewicen ped i taki
sam wypadkowy ped musza posiadad czastki
po reakcii. Ale jak r‘:ﬂlmg.c ten ped pomigdzy
tyle czgstek wtornych (16 lub wigcej), aby jak
najmniej encrgii pocsytkowej zamienilo sig
w energie kinetyczna powstadych czastek,
4 jak najwigeej w ich masy spoczynkowe?

A moie latwic| rozwigzaé zagadnienie
postugujyc sie innym ukladem odnicsieni:
Zastundwceie sic. Rozwigzanie zadanin
kontynuujemy na str. 14

- x*+1
V.1(x) = e dla dewolnego x > 0.

ELatwy dowod tego twierdzenia opiera si¢ na wiasnosci 5 stopnia réwnowaznosci (por. podany
powyzej przykiad D).

Ograniczenia dolnego dla funkcji 7(x), ustalonego w ostatnim twierdzeniu, nie potrafimy dotad
w istoinej mierze wzmocnié, Pewne wzmocnienie, pozbawione jednak wigkszego znaczenia
przedstawia nastepujacy wzor, ktory podamy tu bez dowodu

x4
T(x) = 'l/ sy dla x>

Jako bezposredni wniosek z twierdzenia V zanotujemy wreszcie:
VI. 7(x) =+ + o0 gdy x = + 0.
Przy pomocy powyzszych twierdzelt mozemy obliczy¢ wartoSci funkeji 7(x) dla pewnych,

1
nielicznych zreszta wartosci argumentu. Tak wiec mamy: (1) =1, 7(2) = 7 (3) =1
1
it =71 (-37 ): 3 (jeéli chodzi o ten ostatni wzor, por. przykiad D). Nieco inng metoda moina

1
wykazaé, 7ze 7 (4) =t (T)= 4: uzasadnienie tego wzoru pozostawiamy Czytelnikom.

Natomiast ustalenie wartosci funkcji 7(x) dla innych wartosci x, i to nawet dla wartosci
catkowitych (x = 5), wcigz jeszcze nastrecza trudnosci. W szczegolnosci nie potrafimy dotad
udowodnié nastgpujacego twierdzenia, ktore wydaje sie nader prawdopodobne:

w(n) = n dla dowolnej liczby calkowirej dodatniej n.

Jako inny przykiad nieudowodnionego dotad a prawdopodobnego twierdzenia przytoczymy
nastepujace zdanie:

1
t(x) = 3 dia dowolnego x dodatniego, rdinego od R 1i2,

Zdanie to w zestawieniu z twierdzeniem 111 pozwolitoby obliczyé wartosci funkeji T(x) dla
nieskonczenie wielu wartosci argumentu, mielibysmy bowiem: 7(x) = 3 dla kazdego x,

1 s
JzsxsyZix#1
Z uwag powyzszych wynika jasno, ze od dokladnej znajomosci przebiegu funkcji 7(x) jesteSmy
w chwili obecnej bardzo jeszcze dalecy.
Redakcja zacheca Czytelnikoéw do nadsylania wynikow dalszych rozwazan na tematy, poruszone
W powyZszym artykule.

sprawdzajacego nierownosci:

Wybrane zadania

Zadania zwigzane z artykulem w tekscie

(Nr 169). [...] Udowodni¢ nastepujace twierdzenie: Na to, by z kwadratu o boku @ mozna bylo
wyciac prostokat o bokach b i d, potrzeba i wystarcza, by bylo badZ b < a i ¢ < a, badZ tei
b+c < y/2a. (A. Tarski, Warszawa).

(Nr 170). [...] Zastosowa¢ poprzednie twierdzenie do dowodu wzoru

7(4) = 4.
(A. Tarski, Warszawa).

Zadanie maturalne (Wojewddztwo Slaskie, gimn. mat. 1928):
Na bilardzie prostokatnym ABCD (4B = a, BC = b) lezg dwie kule: jedna w §rodku bilardu,
druga w odleglosei p od brzegu AB i w odlegloéci ¢ od brzegu BC. Druga kula zostaje uderzona
tak, ze odbiwszy si¢ pod katem « od brzegu AB, a nastepnie odbiwszy si¢ koleino od brzegow
AD, DC, CB trafia wreszcie w pierwsza kule. Dowies¢, ze
Sa—2q

8% = 35532p
Obliczyé pole, jakie wycina elipsa 16x? 425y = 1600 z paraboli y* = 24x,
Zadania rozrywkowe
(Nr 66). Cyfry maskowane. Mamy oryginalne dzielenie: TRZYZERO:ZERQ = ZERO
Kaida litera oznacza jakas cyfre, przyczem rozne litery oznaczajg rézne cyfry. Prosimy
odcyfrowac podany zapis, to znaczy wykry¢, jakie cyfry sa oznaczone poszczegdlnymi literami.
(A. M, Rusiecki).
(Nr 178). Jak ojciec obdarowal dzieci? Ojciec rozdal synom 12 obsadek i 18 olowkow, a corkom
rozdal 30 obsadek i 20 olowkdw; potem jeszcze rozdal wszystkim swym dzieciom 144 stalowki
i 120 zeszytow, ale okazalo sig, Ze dla jednego z syndw nie wystarczylo zeszytu, wiec zamiast
zeszytu otrzymal zbywajacq stalowke. Ilu bylo synéw i ile corek? (S. Banach, W. Sierpinski,
W. Stozek).

Zadanie fizykalne
(Nr 15). Olowiana kula spadla na ziemi¢ z wysokosci 100 m. Obliczy¢, jaki %, nabytej energii
kinetycznej zostal w olowiu, jesli wiadomo, Ze temperatura jego podniosla sig o 5°,



