Tak samo, ale zupelnie inaczej

Funkcja m zmiennych jest jednorodna
w stopniu k, gdy spelnia warunek
F(Az1, Aza, ..., Axm) =

=\ f(x1, @, ...
dla dowolnego X i dowolnych
T1, To,..., Ty ze swojej dziedziny;

s Tin)

np. funkcja =7 sin(y/z) + y™ sin(z/y) jest
jednorodna w stopniu 7.

Funkcja jest gladka w stopniu k, gdy ma
k ciaglych pochodnych.

Marek KORDOS

Geometrzy od dawna marzyli o wspolrzednych jednorodnych, czyli takich
n-tkach liczb (dalej dla uproszczenia bedzie mowa o parach i tréjkach)
przyporzadkowanych punktom, ze gdy wszystkie liczby w n-tce pomnozymy
przez te sama liczbe, to nowa n-tka bedzie wspolrzednymi tego samego punktu.

Traci sie w ten sposéb jednoznacznosé wspoétrzednych danego punktu, ale
zyskuje si¢ to, ze wszelkie sytuacje geometryczne beda opisywane wytacznie
funkcjami jednorodnymi. To wielka wygoda, bo okazuje sie, ze dla k naturalnych

funkcja jednorodna w stopniu k i gladka w stopniu &k to zawsze wielomian.

Dowéd tego faktu jest bardzo prosty (Euler), ale wymaga — rzecz jasna — uzycia
pojecia pochodnej, wiec go pomine.

Aby ten cel osiagnaé¢, Julius Pliicker zaproponowal wspélrzedne tréjkatowe
zwane tez tréjliniowymi.

Jak sie latwo domysli¢, potrzebny jest w tym celu trojkat, ale trojkat, w ktérym
dysponujemy calymi prostymi zawierajacymi jego boki. Wspétrzedne punktu
to beda odleglosci od tych prostych, przy czym odleglo$é¢ bedziemy brali ze
znakiem ,+7, gdy punkt lezy po tej samej stronie prostej, co nielezacy na niej
wierzchotek tréjkata, i ze znakiem ,,—” w przeciwnym przypadku.

Jak wida¢, na rysunku 1 punkt P ma wszystkie wspotrzedne dodatnie. Takimi
tez bede sie postugiwal, pozostawiajac Czytelnikowi (latwe) rozpatrzenie innych
przypadkow.

Oznaczmy pole tréjkata ABC przez %A. Wspélrzednymi P jest wigc trojka
(k, 1, m). Zauwazmy tez, ze
a-k+b-l+c-m=A.

To proste spostrzezenie pozwala potwierdzié, ze wspolrzedne te sg faktycznie
jednorodne, bo jednostki miar dtugosci czy pola mozemy dobraé¢ dowolnie.

Zaleta dodatkowa wspétrzednych tréjkatowych jest to, iz proste maja w tych
wspolrzednych réwnania liniowe. Sprawdzmy to.

Niech wspélrzednymi P bedzie tréjka (k, I, m), a wspélrzednymi @ tréjka
(p, ¢, ). Znajdzmy warunek na to, by punkt X o wspélrzednych (z, y, z) lezal na
prostej PQ.

¢~k PX y—1 PX

z—m
= ——. Podobnie =¥—— = — = .
p—k PQ oomeqil PQ r—m
Teraz potrzebna nam bedzie tréjka («, 3, v) spelniajaca dwa warunki

a-k+pB-l+yvm=0 1 a-p+p8-q+v-r=0.

7Z rysunku 2 mamy

Takie warunki uzytkownicy algebry liniowej nazywaja znikaniem iloczynu skalarnego, a poszukiwana
tréjka to dla nich iloczyn wektorowy. Nie trzeba jednak tych pojeé znaé, by sprawdzi¢ poprawnosé
zgadnietej odpowiedzi.

Taka tréjka jest (o, B, v) = (Ir —mq, mp — kr, kg — lp). Z udowodnionych
wyze]j proporcji mamy wiec a(z — k) + S(y — 1) + v(z —m) = 0, a na koniec
azx + By + vz = 0 — i takie jest réwnanie prostej PQ.

Bardzo tadnie, ale co z tego za pozytek?

Aby go zobaczyé, trzeba spojrzeé¢ na to oczyma kolegi Pliickera (to nie zart: byli
réwiednikami i bliskimi znajomymi), Ferdinanda Md&biusa.

Mbobius postanowil zamiast korzystaé z bokdéw tréjkata skorzystaé z jego
wierzcholkéow. Co wiecej, odwolal sie do fizyki, a konkretnie uzyl srodkéw
ciezkosci. Juz od czaséw Archimedesa wiadomo, ze grawitacja dziala tak

Sw dot” jak ,do gory” (balony, statki na wodzie). Dlatego mamy do czynienia

z ciezarami i wyporami, co w szkolnej fizyce prowadzi do pojecia dzwigni jedno-
badz dwustronne;j.
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O wspdélrzednych barycentrycznych
mozna wiecej przeczyta¢ w moim artykule
Co mogq nam daé ciezary i wypory?,
A?Q, a o geometrii rzutowej w Dziewied
twarzy plaszczyzny rzutowej, A?S.

Gdy obciazymy dwa punkty A i B, to ich $rodek ciezkosci moze wypasé

w dowolnym punkcie prostej AB. Dokladniej — obowigzuje zasada ,ramie razy
sita”, czyli gdy w punkcie A umiescimy ciezar/wypoér ma, a mp w punkcie B,
woéwcezas Srodek cigzkosci bedzie spelnial warunek fﬁ -myg + BS-mp =0.
Mozemy pare (ma, mp) uznaé za wspélrzedne punktu S na prostej AB. Takie
wspdlrzedne Mobius nazwal wspotrzednymi barycentrycznymi. Czytelnik zechce
sprawdzié, ze wspolrzedne punktow na ponizszym rysunku

P A Q B R

moga by¢ nastepujace: P = (2,—1), Q = (1,3), R = (-3,5). Moga, bo wspélrzedne
barycentryczne sa jednorodne — przeciez obciazaé¢ punkty mozemy réwnie dobrze
w gramach, jak w tonach.

Aby wprowadzi¢ wspoélrzedne barycentryczne na plaszczyznie, trzeba na niej
wskazaé¢ odpowiednik zasady ,rami¢ razy sita”. A oto i on

Jesli srodkiem ciezkosci (A, ma), (B, mg), (C, m¢) jest punkt P, to
ma:mp:mc=Apcp: Acap : Aapp, gdzie Axyz to pole tréjkata XY Z.

Rzeczywidcie, mamy bowiem (rys. 3)

ma XB Apcx Appx  Apcox —Appx  Apcp  Apcp

mp  AX  Aaxc Aaxp Aaxc—Aaxp Aapc  Acar
Réwnosé pozostatych stosunkéw uzasadniamy analogicznie.

Kolejnoéé wierzchotkéw przy ,,deltach” jest pomyslana tak, by rachunek
przebiegal réwnie dobrze dla punktow lezacych poza wnetrzem trojkata ABC
(rys. 4) — trzeba tylko zamieni¢ pojecie pola na pojecie pola zorientowanego,
czyli wyréznié jeden sposéb obiegania wierzcholkéw tréjkata (np. ,zgodnie

z ruchem wskazowek zegara”, czyli ruchem Storica na naszym niebie) i uznaé
pola obiegane w ten sposéb za dodatnie, a pozostate za ujemne.

Teraz obciazenia wierzchotkéw tréjkata odpowiadajace punktowi P mozemy
uznaé za jego wspdlrzedne barycentryczne.

I tu warto poréwnacé rysunek 11 3 — przeciez w obu zainteresowanie
skoncentrowane jest na polach tréjkatéw APB, BPC, CPA. Po chwili
zastanowienia dochodzimy do wniosku, ze Pliicker i Mobius wymyslili to samo,
a tylko inaczej na to spojrzeli.

Co wigcej, wymyslone przez nich wspélrzedne sa w doskonalej zgodnosci ze
zwyklymi wspoélrzednymi kartezjanskimi. Uzasadnienie tego jest na rysunku 5.
Punkty A, B, C potraktujmy jak wyznaczajace kartezjanski uklad wspélrzednych punkty

(1, 0), (0, 1), (0, 0). Rozpatrzmy, jak trzeba obciazy¢ te punkty, by $rodek ciezkosci wypadt

w punkcie o kartezjaniskich wspélrzednych (z, y). Ze wspélrzednych barycentrycznych tego

punktu wybierzmy te, ktére sumujg si¢ do 1 (wystarczy podzieli¢ kazdg ze wspdélrzednych przez

ich sumeg — o ile jest niezerowa) — takie szczegélne wspélrzedne nazywajg si¢ arcalne. Czytelnik

z tatwoscig zauwazy, ze obcigzenie punktu (1, 0) to wlasnie bedzie x. Podobnie (0, 1) nalezy obcigzy¢
ciezarem/wyporem y. No, a (0, 0)? Oczywiscie, 1 — x — y, bo to wspélrzedne arealne, czyli sumujace
sie do 1.

Dzi$§ monografia Plickera Analytisch-geometrische Entwicklungen jest
praktycznie zapomniana, natomiast dzieto Mébiusa Der barycentrische

Calciil cieszy sie¢ znacznym szacunkiem. Powdd jest niebagatelny, a da sie
pokazac juz w przypadku wspélrzednych na prostej: punktu o wspdétrzednych
barycentrycznych (1, —1) na prostej nie ma! Bo gdy znaki sa rézne, punkt lezy
poza odcinkiem AB z tej strony, z ktorej wartos¢ bezwzgledna obciazenia jest
wieksza (prosze poréwnaé z rysunkiem na gérze strony!), a tutaj. ..

Podobnie nie ma na plaszczyznie punktéw, ktérych suma wspolrzednych
barycentrycznych znika.

I Mobius zaproponowal, by plaszczyzne (prosta, przestrzen) uzupelnic o te
punkty. I tak wskazal, Zze jego wspolrzedne stosuja sie takze w geometrii
rzutowej (bo tak nazywaja sie¢ pouzupelniane w ten sposéb przestrzenie réznego
wymiaru), a geometria rzutowa to, jak za Cayleyem méwia do dzi§ geometrzy,
cala geometria.
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