Kacik przestrzenny (12) CzworoSciany réwno$cienne — czes$é 1
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Warto odnotowad, ze z warunku 6
wynika, ze $ciany kazdego czworo$cianu
réwno$ciennego sa ostrokatne. Natomiast
warunek 14 jest réwnowazny temu, ze
wszystkie sfery dopisane sg styczne do
$cian w ortocentrach.

Dowéd nieistnienia nieskonczonego
ciggu arytmetycznego ztozonego

z liczb pierwszych: wyraz o numerze m
ciggu ap := m + n - k dzieli si¢ przez m.

@

Na ptaszczyznie, jesli tréjkat ma réwne boki, to jest rownoboczny. W przestrzeni
jednak czworodcian, ktorego $ciany sa przystajace, weale nie musi by¢ foremny.
Aby sie o tym przekonaé, wystarczy narysowaé dowolny nieréwnoboczny tréjkat
ostrokatny, podzieli¢ go na cztery przystajace tréjkaty (laczac $rodki jego
bokéw, jak na rysunku 1) i zauwazy¢, ze otrzymujemy w ten sposéb siatke
czworo$cianu (dlaczego?). Inaczej, mozna spojrze¢ na czworo$cian ABCD

w prostopadloscianie AC'BD’'A'C'B’'D (rys. 2). Ma on przeciwlegle krawedzie
rownej dlugoscei, a wiec jego $ciany sa przystajace. Takie czworoSciany nazywamy
réwnosciennymi. O nich opowiemy w najblizszych dwoch odcinkach.

W tym kaciku zrobimy krotki przeglad ich wlasnosci, a nastepnym razem
przyjrzymy sie paru zastosowaniom w zadaniach olimpijskich.

Jednym z wazniejszych faktéow zwiazanych z czworo$cianem réwnosciennym
jest to, ze rownoleglo$cian na nim opisany jest prostopadloscianem. To pociaga
za soba wiele waznych konsekwencji, np. $érodek sfery opisanej, srodek sfery
wpisanej oraz $rodek ciezkosci czworoscianu sg tym samym punktem — §rodkiem
opisanego prostopadtoécianu. Nietrudno réwniez uzasadnic, ze jesli ktorekolwiek
dwa z tych punktow sie¢ pokrywaja, to czworoscian jest réwnoscienny.

Mozna sformutowaé bardzo wiele warunkéw réwnowaznych temu, ze
czworoscian jest réwnoscienny. Wybrane podajemy ponizej. W szczegdlnodci
interesujace jest to, ze wystarczy zatozy¢ rownosé pél Scian.

Twierdzenie. Dla dowolnego czworoscianu ABC D nastepujgce warunki sq

rOWNOWazne:
1. wszystkie Sciany sq przystajgce;

. wszystkie Sciany majg okregi opisane o jednakowym promieniu;

. wszystkie Sciany majg rowne pola;

. wszystkie Sciany majg rowne obwody;

. przeciwlegle krawedzie sq réwne;

. statka czworoscianu jest tréojkatem ostrokgtnym podzielonym na cztery
przystajgce trojkaty;

. suma kgtéow plaskich w kazdym wierzcholku jest réwna 180° (wystarczy
nawet w trzech);

. XBAC = <ABD = < ACD = < BDC;

9. rownolegloscian opisany na czworo$cianie jest prostopadlo$cianem;

. rzut prostokgtny czworoscianu na dowolng plaszczyzne rownoleglq do

dwoch przeciwleglych krawedzi jest prostokgtem;

wszystkie bisrodkowe sq parami prostopadle;

kazda bisrodkowa jest prostopadia do krawedzi, ktore lgczy;

pewne dwa punkty sposrod nastepujgcych: Srodek ciezkosci, srodek sfery

wpisanej, Srodek sfery opisanej, sie pokrywajg;

sfera wpisana w czworoscian jest styczna do wszystkich $cian w srodkach

okregow opisanych (wystarczy nawet do dwdch).

S U W N

J

Qo

11.
12.
13.

14.

Zachecamy Czytelnikéw do samodzielnego zmierzenia si¢ z tym twierdzeniem.
Duza czes¢ dowodu mozna znalezé w artykule Waldemara Pompego

(,O czworoscianie réwnosciennym”, Delta 3/1994; jest dostepny na stronie
internetowej Delty). Warto tam zajrzeé¢ chociazby po to, zeby sprawdzié,

Jednym ze sktadnikéw sumy

R = (1+1)100 = (100 + () + (9% +... + (550) +- -+ (oo0)
jest liczba P.

Zatem P < R.
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Warto wspomnieé, ze mozna rozwazac
takze czworos$ciany pélréwnoscienne,
czyli takie, ktére maja dwie pary
tréjkatéw przystajacych (albo inaczej:
dwie pary przeciwleglych krawedzi
réwnych). Wigkszo$é wlasnosci
czworo$cianéw réwnosciennych

ma swoje odpowiedniki dla
czworoscianéw poélréwnosciennych.
Zachecam Czytelnikéw do
samodzielnego zbadania tej klasy.

Rozwigzanie zadania
Sophie Germain: oczywiscie

n4+4:(n2+2n+2)(n2—2n+2).

w jakiej kolejnoséci najwygodniej wyprowadzaé jedne warunki z innych —
tutaj sa pogrupowane ze wzgledu na obiekty, ktérych dotycza.

Czworo$ciany rownoscienne sa na tyle regularne, ze wiele wielkosci z nimi
zwigzanych wyraza si¢ stosunkowo prostymi, jak na czworosciany, wzorami.
Przyjmujac, ze kazda Sciana takiego czworoscianu jest trojkatem o bokach
dtugosci a, b, ¢, mozna obliczy¢, ze

V—l (a® + b2 — c2)(b% + c® — a?)(c? + a® — b?)

-3 8 ’
1 [a?2+b%+c2
R—=-. &<
2 2 '

S = \/(a+b+c)(a+b—c)(b+c—a)(c+a—b),
gdzie V, R 1 S oznaczaja odpowiednio objeto$é, dlugosé promienia sfery
opisanej oraz pole powierzchni catkowitej. Dzielac potrojona objetosé
przez pole, otrzymamy wzoér na promien sfery wpisanej. Mozna takze
sprawdzi¢, ze érodki sfer dopisanych leza w wierzcholtkach prostopadtoscianu
opisanego na czworoécianie i kazda z tych sfer ma promien dwa razy wiekszy
od promienia sfery wpisanej. Ponadto Czytelnik Wnikliwy moze znalezé
wzory na dtugoéci bisrodkowych, srodkowych i wysokosci.

Na koniec udowodnimy jeszcze jedno ciekawe twierdzenie zwiazane
z czworoscianami rownosciennymi.

Twierdzenie (sfera dwunastu punktéw). W czworoscianie
rownos$ciennym spodki wysoko$ci, srodki wysokosci i punkty przeciecia
wysokosci Scian tego czworoscianu lezZg na jednej sferze.

Dowdéd. Rozwazmy czworoscian réwnoscienny ABCD wpisany

w prostopadloécian AC'BD'A’CB’'D o $rodku O (rys. 3). Wystarczy, jesli
udowodnimy, ze odleglosci punktu O od dwunastu rozwazanych punktow sa
rowne. Z uwagi na symetri¢ wystarczy dowiesé¢, ze OH = OK = OL, gdzie
H jest ortocentrum tréjkata ABC, K — spodkiem wysoko$ci poprowadzonej
z punktu D, natomiast L jest jej $rodkiem. O

7Z pierwszego zadania omawianego w kaciku 5 (a méwitem, ze to zadanie
jeszcze sie przyda. . .) wiemy, ze C'H jest prostopadle do ABC'. Z drugiej
strony nietrudno stwierdzié, ze punkt L lezy na plaszczyznie A’B’D’ oraz
DL 1 A’B'D’. W takim razie punkty H i L sa symetryczne wzgledem
punktu O. Ponadto trojkat H K L jest prostokatny, poniewaz punkty K i L leza
na wysokosci czworoscianu opuszczonej na Sciang ABC. Punkt O jest $rodkiem
przeciwprostokatnej tego trojkata, skad wynika, ze OH = OK = OL.

Jak widaé¢, czworoscian rownoscienny ma niesamowicie duzo réznych dobrych
wlasnosci. Jednej rzeczy jednak na ogdt nie posiada — nie ma ortocentrum.

I chyba cale szczescie, bowiem jesli juz je ma, to musi by¢ foremny.

A tak mamy cala rodzine dosé regularnych czworoscianéw z mnostwem
ciekawych wtasnosci, ktérych wiele odpowiednikéw na ptaszczyznie jest

zarezerwowanych tylko dla tréjkatéw réwnobocznych.
Michal KIEZA

Ktora liczba jest wieksza?

_ (2012 _ 92000
S = (1006) czy T =2
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