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Kolorowe czapeczki Andrzej DABROWSKI

Krélewna Sniezka wezwata siedmiu krasnoludkéw i oswiadczyla, ze w zwiazku
z wielkim $wietem w najblizsza niedziele postanowila nagrodzi¢ ich pracowitosc.

— Przygotowalam dla was biale i kolorowe czapeczki. Nie powiem wam ani

ile biatych, ani ile kolorowych czapeczek przygotowalam. Kazdemu z was

naloze jedna z czapeczek na gltowe, ale by byto bardziej uroczyscie, przedtem
zgasze Swiatlo. Po zapaleniu $wiatla, zobaczycie czapeczki u swoich kolegéw,
ale swojej nie bedziecie mogli zobaczy¢. Kazdy z was dostanie 2 kartki ze swoim
imieniem i napisem: Mam biala czapeczke albo Mam kolorowa czapeczke.
Jedli ktorys z was zechce, powinien wybraé jedna z nich i wrzuci¢ do koszyka

na $rodku sali. Ale pamietajcie! Nie wolno wam si¢ porozumiewac¢! Wspaniata
nagroda — tu Krélewna u$miechnela si¢ tajemniczo — bedzie wam wreczona, jesli
okaze sie, ze nikt si¢ nie pomylil, a przynajmniej jedna osoba zgadla, jaka ma
czapeczke na glowie.

Krasnoludki udaly sie na narade. Gapcio zauwazyl, ze jesli nie bedzie mozna sie
porozumiewac, to nikt nie zgadnie koloru swojej czapeczki, bo kréolewna bywa
bardzo ztosliwa.

— Tak — potwierdzil Gburek — nawet gdyby wszyscy dookola mnie mieli takie
same czapeczki, to i tak nie bede wiedzial, co mam na glowie.

Niesmiatek zauwazyl skromnie, ze przeciez nawet gdy nie mozemy mieé
pewnodci, to moze chociaz zwigkszymy szanse na wygrana. Wesolek wtedy
zaproponowatl:

— Niesmiatek wrzuci kartke Mlam bialta czapeczke do koszyka, a reszta niech
nic nie wrzuca.

— Dobry pomyst — pochwalil Medrek — przynajmniej mamy szanse pot na poét
na zdobycie nagrody. Ale mamy jeszcze troche czasu, moze uda nam sie
powiekszy¢ szanse?

Nastepnego dnia do Medrka przyszli Spioszek, Apsik i Gapcio. Powiedzieli, ze
maja bardzo dobry pomyst. Podstawowa zasada ich dzialania miala by¢ taka,
ze tylko jeden z nich bedzie mégt wrzuci¢ kartke, a reszta krasnoludkéw musi
wstrzymac si¢ od wrzucania. Apsik wytlumaczyl Medrkowi na przyktadzie, co
mial na my$li.

— Patrze na czapeczki Spioszka i Gapcia i jesli sa tego samego koloru, to
wrzucam kartke z innym kolorem. Tu, na przyklad (rys. 1), wrzucilbym kartke
Mam kolorowa czapeczke. Gdy moi dwaj koledzy beda mieli rézne czapeczki
(rys. 2), zrezygnuje z wrzucania kartki. Tak samo postapia moi koledzy.

Tutaj Medrek musial mocno wytezy¢ sie i narysowal wszystkie mozliwe sytuacje
z trzema czapeczkami, gdy metoda, wymyslona przez kolegéow jest skuteczna
(rys. 3) i wszystkie sytuacje, kiedy skuteczna nie jest (rys. 4).

— No tak — ucieszyl sie Spioszek — na osiem mozliwych sytuacji az w szeciu
udaje nam sie zgadnadé! Szansa wygranej jest teraz 3/4. To o wiele lepiej, niz
gdybysmy poshuchali Wesolka.

Gdy koledzy wyszli, Medrek zasepil sie. Teraz on musi pokazaé, ze nie na prézno
nazywaja go Medrkiem. Wyjat kartke i narysowal.

dAAAdAAd

— Co powinienem zrobi¢, gdybym stal na przedostatnim miejscu?

Rys. 5

Nie tylko Medrek mial trudnosci z ulepszeniem pomystu trzech krasnali.
Zagadka o czapeczkach stala si¢ popularna wéréd matematykéw w roku 1998.
Autorem jej jest Amerykanin, Todd Ebert, ktéry postawil ten problem w swojej
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pracy doktorskiej, jako zagadke siedmiu wiezniéw. Byla ona tematem
dyskusji przede wszystkim w srodowisku informatykéw, az dotarta w czasie
konferencji w Nowym Orleanie do profesora Elwyna Berlekampa, profesora
matematyki na Uniwersytecie Kalifornijskim w Berkeley. Berlekamp od razu
zauwazyl rozwiazanie dla trzech czapeczek, rozwiazanie dla siedmiu objawito
mu sie zaraz po przebudzeniu nastepnego dnia rano. Rozwiazanie, ktére podal,
byto tak sensacyjne, ze trafilo nawet na czoléwki gazet. Oto tytul artykulu

z The New York Times z 10 kwietnia 2001.
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Ehe New Jork Times
Why Mathematicians Now Care About Their Hat Color
By SARA ROBINSON

Pomyst rozwiazania zagadki podany przez Berlekampa opieratl si¢ na tym, by
kazdemu uktadowi czapeczek przypisa¢ pewien ciag zer i jedynek, a nastepnie
skorzystac z teorii kodowania, ktora takimi zero-jedynkowymi ,slowami”
zajmuje si¢ od dawna. Jesli mamy bowiem do czynienia z zadaniem zwigkszenia
prawdopodobienstwa, tatwiej zapewne operowac na liczbach niz na kolorach.
Zeby jednak zrozumieé, na czym w istocie polegato rozwiazanie Berlekampa,
musimy glebiej wniknaé¢ w teorie kodow.

Kody

Z kodami spotykamy sie na co dzieh’. Pismo jest kodem, pozwalajacym
utrwali¢ dzwieki lub nawet, jak w przypadku pisma chinskiego, cale pojecia.
Na opakowaniach spotykamy kod kreskowy, wreszcie w komputerach — kod
dwdjkowy, gdzie informacje zapisywane sg jako uklady zer i jedynek. Uktad
czapeczek mozna zapisa¢ w postaci dwéjkowej, jesli uméwimy sie, ze biate
czapeczki beda kodowane jako 17, a kolorowe jako ,,0”. Na przyktad, uktad

ddddddd

mozna zakodowac¢ jako 0111000.

Rys. 6

Wspblczesne kody shuza nie tylko do zapisywania informacji. Maja wbudowana
funkcje samoobronng — sygnalizuja, ze w slowie kodowym pojawil sie blad,
czasami wskazuja, gdzie ten blad sie pojawil, a nawet, bez naszej wiedzy, ten
btad poprawiaja. Dla kodéw dwdjkowych wskazanie miejsca jest rownowazne
mozliwoéci korekty btedu. Bez mozliwosci wykrycia lub korekty bledéw nasz
komputer co chwile odmawialby postuszenstwa, a plyty kompaktowe prawie
nigdy nie moglyby byé¢ odczytane.

Kodem K nazywaé bedziemy zbiér stow kodowych, czyli ciagdéw o ustalonej
dhugosci n. Ponizej ograniczymy sie do kodow dwoéjkowych, czyli takich,

w ktorych wystepuja tylko zera i jedynki. Pojawienie si¢ btedu w stowie
kodowym polega w tym przypadku na zamianie znaku ,,0” na ,1” lub ;17

na ,,0”. Na przyktad, popelniajac jeden blad w stowie 1010, otrzymamy
jedno z czterech stow: 0010, 1110, 1000, 1011. Zauwazmy, ze stowo 0010
mozemy otrzymaé réwniez, popelniajac jeden btad w stowie 0011 (rys. 7).

A zatem w kodzie, w ktorym wystepuja stowa 1010 i 0011, nie mozna wykry¢
pojedynczego bledu, gdyz stowo 0010 moze pochodzi¢ zaréwno od stowa 1010,
jak i od stowa 0011.

Liczbe bledéw w stowie k, gdy odczytamy je jako stowo [, mozna tatwo okreslic,
odpowiednio ,dodajac” stowa k oraz [. Na przyktad wezmy k& = 1110010 oraz

[ = 1010110, gdzie [ jest blednie zapisanym stowem k. Widzimy, ze bledy
wystapily na pozycji 21 5. W [ popelniono wigc 2 bledy. Bledy w stowie [ sa
na pozycjach, w ktorych wystepuja cyfry 1 w nastepujacej sumie k @ [ stéw
kil (rys. 8). Dodawanie cyfr jest zdefiniowane tu jako: 00 =161 =0,
0®1=1®0=1. Liczbe bledéw okresla waga stowa w(k @ ) réwna liczbie
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" Richard Wesley Hamming (1915-1988),
amerykanski matematyk, cztonek zespolu
Manhattan Project, ktéry skonstruowat
bombe atomowsg. Od 1946 roku pracowatl
w laboratoriach Bella. Jest twércy teorii
kodéw wykrywajacych i korygujacych
btedy. Byt wybitnym specjalista w teorii
metod numerycznych, teorii informacji

i statystycznej obrébki sygnatéw. Jego
prace wykonywane w 1956 na komputerze
IBM 650 doprowadzily do powstania
jezykéw programowania wysokiego rzedu.

Rozwigzanie zadania M 1104.

Niech ABC bedzie tréjkatem

o najwigkszym polu spoéréod wszystkich
trojkatéw majgcych wierzchotki

w wierzchotkach danego wielokata.

Przez punkty A, B, C prowadzimy
proste rownolegte odpowiednio do bokéw
BC, CA, AB, uzyskujac tréjkat DEF'.
Woéwecezas pole tréjkata DEF nie
przekracza 4. Wykazemy, ze tréjkat DEF
zawiera dany wielokat.

<

Przypusémy, ze pewien wierzchotek X
danego wielokata lezy poza tréjkatem
DEF oraz przyjmijmy bez straty
ogdélnoéci, ze punkt X lezy po przeciwnej
stronie prostej DE niz punkt F.
Woéwecezas tréojkat X AB ma wierzchotki
w wierzchotkach danego wielokata i jego
pole jest wigksze od pola tréjkata ABC.
Uzyskali$émy sprzecznosc.

Ui j zalezy od liczby symboli, ktére
chcemy zakodowac. Jesli chcemy
zakodowaé s symboli, to 7 musi spelniaé
nieréwnosé 27 > s.

Y Przeksztalcajac réwnanie, otrzymamy
n+4+1=2""7.

v Stéw kodowych jest 27, wszystkich
ciggéw o dlugosci n jest 2™. Proporcja
stéw kodowych wéréd wszystkich ciggdw
jest wiec réwna 27 /2™ = 1/(n + 1).

jedynek w stowie k @ . Liczba d(k,l) = w(k & 1) zwana jest odlegloscig
Hamminga® stéw k i [, gdyz spelnia wszystkie warunki, jakie odlegloéé
powinna spelniac:

d(k,1) =0 tylko wtedy, gdy k=1,

d(k,1) =d(l, k),

d(k,1) < d(k,m) + d(m,1).
Wszystkie stowa, ktore sa w odleglosci d od danego stowa k, a wiec lezace
na sferze Hamminga o promieniu d i $rodku k, powstaja z k przez popelnienie
doktadnie d bledow. Na przyklad rozwazane wczeéniej stowa 0010, 1110, 1000,
1011 leza na sferze Hamminga o promieniu 1 i §rodku 1010. Z kolei stowa 1011,
0111, 0001 oraz 0010 leza na sferze o promieniu 1 i érodku w 0011. Obie te sfery
stykaja sie w ,punkcie” 1011.

Interesowaé si¢ bedziemy kodami liniowymi K, ktore charakteryzuja sie tym, ze
wraz ze stowami k i [, nalezacymi do K, ich suma k @ [ tez nalezy do K.

Kodem liniowym jest, na przyktad, zbiér stéw Ko={01011,10101,11110,00000}.
Do kodu K o 4 elementach nalezy stowo, sktadajace sie z samych cyfr ,0”,
nazywane stowem zerowym i oznaczone jako 0. Podobnie, dla dowolnego kodu

liniowego
e () c K,

e K ma 27 elementéw.

Kody liniowe o slowach majacych dlugoéé n i 27 elementéw oznacza sie
symbolem (n, j).

Kod liniowy mozna scharakteryzowac przez rozdzielczo$¢ d kodu, okreslona
jako minimalna odleglto$é stéw kodu od 0: d = min{w(k) : k € K, k # 0}.
Rozdzielczosé d w kodzie (n, j) spelnia nieréwnosé: d <n —j + 1.

Rozdzielczos¢ kodu $wiadczy o jego zdolnosci do wykrywania bleddw.
Zachodzi bowiem

Twierdzenie. Kod K lokalizuje s bledow wtedy i tylko wtedy, gdy d > 2s.

Wynik ten jest intuicyjnie oczywisty: jezeli w stowie kodu popelniono s bledéw,
to w jego otoczeniu o promieniu 2s nie powinno byé¢ wiecej niz jedno stowo kodu.
A zatem odlegltos¢ dowolnych dwoch stow kodu musi byé wieksza niz 2s.

Zbioér stow Ky = {01011,10101,11110,00000} jest kodem (5,2) o rozdzielczosci
d = 3, wiec mozna w nim wykry¢ jeden blad, ale dwa i wigcej juz nie.

Poréwnujac nieréwnosci d > 2s oraz d < n— j + 1, widzimy, ze w kodzie (n, j) nie
mozna wykry¢ (n — 7 + 1)/2 i wiecej bledéw. W dowolnym kodzie (5,2) mozna
wykryé co najwyzej 1 btad. Kodujac 27 symboli tak, aby méc wykryé s bledéw,
trzeba uzy¢ stéw liniowego kodu dwdjkowego o dlugosci wiekszej niz j + 2s — 1.
Tylko jak to zrobi¢?

Kody wykrywajace jeden blad

Zajmiemy sie teraz liniowymi kodami dwéjkowymi (n, j), ktére wykrywaja jeden
btad. Dla takich kodéw zachodzi nieréwnoséé, udowodniona przez Hamminga:

; on
27 < P
Zainteresowani jestesmy konstrukcja kodéw jak najbardziej oszczednych,
to znaczy takich, ze przy danym ;' réznica miedzy prawa i lewa strona
nieréwnosci Hamminga jest jak najmniejsza.
Kodami optymalnymi (n,j) nazywamy takie, ktére spelniaja réwnosé
27 = n2—+'1, a wiec'"" n =2P — 1, j = n — p dla naturalnego p. W kodach
optymalnych slowa kodowe stanowia 1/(n + 1), czyli 1/2P wszystkich stéw".

v

Kody optymalne zawsze istniejg i odgrywaja wazna role w teorii kodowania.
W takich kodach wszystkie ciagi, skladajace sie z n zer i jedynek, sa
w odlegltosci 1 od sléw kodowych lub same sg stowami kodowymi.

Optymalne sa kody (3,1), (7,4), (15,11), (31,26). Slowa kodowe stanowia
odpowiednio 1/4, 1/8, 1/16, 1/32 wszystkich ciagéw o dlugosci 3,7, 15, 31.
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v" Kod musi zawieraé¢ stowo zerowe
i stowo odlegte od niego o co najmniej 3
(warunek wykrycia jednego btedu), czyli

stowo 111.
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U"" Umowa: kolorowe czapeczki
reprezentowane sg przez 0, biate —

przez 1.
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Kod (3,1) sklada si¢ ze stéw {000, 111}V, Zauwazmy, ze gdy ,,1” koduje biate,
a ,,0” kolorowe czapeczki, to kod ten jest zapisem dwdch ukladéw (rys. 9),

w ktérych Spioszek, Apsik i Gapcio popelniaja blad. Pozostalych 6 uktadéw,
spoza kodu (3, 1), jest przez nich bezblednie rozszyfrowanych.

To ten pomyst, ktory przyszedt do glowy Berlekampowi. Aby rozszyfrowywaé
uktady 7 czapeczek, trzeba nauczy¢ sie odrozniaé uklady niestanowiace stéw
kodu (7,4), czyli uklady rézniace sie od nich na jednym miejscu. Wtedy
prawdopodobienstwo pomylki bedzie réwne 1/8, a prawdopodobiefistwo
sukcesu 7/8.

Wykrywanie bledéw w kodzie (7,4)

Wszystkie stowa zerojedynkowe o dlugosci 7 dzielg sie na dwie grupy:

e 24 =16 stéw kodu (7,4),

e 27 — 16 = 112 sléw spoza kodu (7,4), ktére beda podstawa naszej strategii
zgadywania.

Jak je rozréznic?

Zdefiniujemy tablice zerojedynkowa, pelniaca role dekodera (rys. 10). Dekoder
ma 3 kolumny i 7 wierszy, w kolejnych wierszach dekodera sa liczby naturalne
1,2,...,7, zapisane w systemie dwojkowym: w pierwszym wierszu liczba 001,
w drugim 010, ..., w ostatnim 111.

Aby sprawdzié, czy stowo o dlugosci 7 nalezy do kodu (czyli aby dekodowad),
wystarczy to stowo pomnozy¢ przez dekoder.

Wynik mnozenia stowa 0100101 to stowo o dtugosci 3, otrzymane w sposéb
przedstawiony na rysunku 11.

Wynik tego mnozenia jest w kolejnym wierszu:
e slowem zerowym, gdy litera w dekodowanym stowie jest 0,
e slowem dekodera, gdy litera w dekodowanym stowie jest 1.

Otrzymane stowa dodaje sie wedlug wczesniej wprowadzonej reguly .

Pomnézmy przez dekoder stowo 0110101 powstale z poprzedniego stowa przez
zamiane znaku na trzecim miejscu od lewej (rys. 12). Pierwsze z tych stéw
nalezy do kodu (7,4), drugie — nie nalezy do kodu, a wynik dekodowania

011, bedacy liczba 3, zapisang w systemie dwdjkowym, wskazuje na miejsce
wystapienia bledu. Prawdziwe jest ogélne

Twierdzenie. Stowa kodu (7,4) pomnozone przez dekoder daja w wyniku stowo
zerowe. Stowa nienalezace do kodu (7,4) pomnozone przez dekoder daja stowo,
ktére odczytane jako liczba dwdjkowa wskazuje na miejsce wystapienia bledu.

Rozwigzanie zagadki

Zgodnie z umowa, krasnoludek ma prawo wrzuci¢ kartke, jedli uklad czapeczek
nie nalezy do kodu (7,4), a blad wystapil w miejscu, w ktérym stoi ten
krasnoludek. Wtedy tylko jeden krasnoludek wrzuci kartke. Tak postepowaly
krasnoludki, gdy decydowaly trzy czapeczki. Krasnoludek stojacy na piatym
miejscu, widzac, co maja na gtowach jego koledzy,

o ESESEAENE B

wrzuci kartke Mlam kolorowsa czapeczke, gdyz wynik dekodowania wynosi
wtedy”” 101, co jest numerem jego miejsca (rys. 14).

Rys. 13

Uktad, nad ktérym zastanawial sie Medrek,

dAAAAAd

Rys. 15



vt Metoda, ktéra przedstawiliSmy
dla ¢ = 2, jest optymalna, bo wtedy
p=1/(n+ 1), a wigc zachodzi réwnos¢.

Rys. 1

Rys. 2

nie upowaznia go do wrzucenia kartki. Gdyby bowiem mial na gltowie kolorowa
czapeczke, to wynikiem dekodowania byloby stowo 101, co nie jest numerem
miejsca, na ktorym on stoi. Gdyby mial na glowie czapeczke biala, to wynikiem
dekodowania bytoby stowo 011, co tez nie jest jego miejscem. Kartke wrzuci
krasnoludek stojacy na trzecim badz na piatym miejscu, w zaleznosci od tego,
czy Medrek bedzie mial czapeczke biala czy kolorowa. Biedny Medrek, znéw nie
bedzie moégl sie wykazaé. . .

A co bedzie, jesli Sniezka wymysli wiecej rodzajéw czapeczek? Co ma zrobié
teraz Medrek, gdy krélewna przygotowata biate, kolorowe i pasiaste czapeczki,
a jego koledzy zostali ubrani w nastepujacy sposéb.

dAddEA<A

Mozna udowodnié, i nie jest to trudne, ze jezeli jest ¢ réznego rodzaju czapeczek
na glowach n o0sob, to prawdopodobienstwo p popelnienia btedu przy dowolnej

AVTLT

strategii postepowania spelnia nieréwnosc¢
q—1

n+qg—1

W pracy N. Alon, Problems and Results in Extremal Combinatorics — 11,

dostepnej w Internecie, udowodniono, ze istnieje metoda, ktéra gwarantuje, ze

to prawdopodobienstwo nie przekracza liczby

1 —1)1 n\"
1+(g=1Vlogn (1 _ _> ,
n q
Niestety, dowdd jest nieefektywny i nie wskazuje, jak to zrobié.
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Rys. 16
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Redaguje Mikolaj KORZYNSKI

F 647. Kolejka gondolowa, gdy nie jedzie, czesto husta sie razem z ling (rys. 1),
pod wplywem wiatru badz z powodu gwaltownego zatrzymania. Kiedy jednak
porusza sie, chociazby z niewielka predkoscia, hustanie niemal nie wystepuje.
Wyjasnic to zjawisko.

Rozwiazanie na str. 12

F 648. W stoneczny dzien w odleglosci d od obserwatora lezy plat $niegu
o powierzchni A. Obserwator dostrzega na $niegu k odbtyskéw Swiatta
stonecznego. Ocenié¢ gestos¢ rozmieszczenia drobinek $niegu na powierzchni
ptata. Jako rozmiar katowy Stonca przyjaé a.

Rozwiazanie na str. 16

Redaguje Waldemar POMPE

M 1102. W trojkacie ABC dwusieczna kata AC'B przecina bok AB

w punkcie D (rys. 2). Okregi opisane na tréjkatach BC'D i AC'D przecinaja boki
AC i BC odpowiednio w punktach E i F. Wykazaé, ze AE = BF.

Rozwiazanie na str. 13

M 1103. Ciag p1,po, ... jest okreslony nastepujaco: p1 = 2, a dlan > 1 liczba
Pn+1 jest najwiekszym dzielnikiem pierwszym liczby pips ... p, + 1. Udowodnié,
ze W ciggu tym nie wystepuje liczba 5.

Rozwiazanie na str. 12

M 1104. Dany jest wielokat wypukly o polu 1. Wykazaé, ze wielokat ten mozna
nakry¢ tréjkatem o polu 4.
Rozwiazanie na str. 3
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