S Stawka wieksza niz. .. ?

Jacek z Plackiem od mtodosci
Czasem grali sobie w kosci.
Ten, kto dziesi¢¢ wygral tur,
Otrzymywal ciastek wor.

Dnia pewnego, moi mili,

Gre zbyt wezeénie zakonczyli.
Wielka rozpetali drake,

Jak podzieli¢ ciastek pake.

— To rzecz jasna! — Jacek rzecze
— Ja pie¢ tur wygratem przeciez.
Ty wygrates tylko trzy,
Caly worek oddaj mi!

Na to Placek — Hola, hola!
Wara mi od tego wora!
Wygraé kazdy jeszcze magl,
Wor dzielimy wiec na pol.

— Wolne Zarty! — krzyczy Jacek
— Zaraz zrobie z Placka placek!
A gdy bracia sie ktocili,
Trzej uczeni si¢ zblizyli.

— Spokadj. — rzecze glos dostojny
— Mamy dosyé Waszej wojny.
Jam uczony jest Pacciola

I zarzqdze podzial wora.

Wynik mowi: w tym chaosie
Zrobeie z ciastek stosow osiem.
Trzy z nich niech dostanie Placek,
Pozostale pieé za$ Jacek.

Wtem rozbrzmiewa $miechu salwa
— 0j, straszliwy z ciebie balwan!
Trzeba wzigc to pod uwage,

Ile braknie do wygranej!

Temu brakto punktow siedem,
Piec tamtemu, dajcie krede,
Przeprowadze Wam rachunek,
Jak dosta¢ dobry stosunek.

Ten, co wyszed! z taka rada,
Nazywany byl Cardano.

Gdy odpowiedz mial gotowa,
Trzeci przybysz wszedl mu w stowo.

tukasz RAJKOWSKI

Jestem Pascal; moim zdaniem
Ciasteczkowe to wyzwanie
Jedng waing ma szukang:
Jest to szansa na wygrang!

Jak wyznaczyé jg nalezy?
Niechaj kazdy mi uwierzy,
IZ my wnet to uczynimy,
Przedtem jednak pomyslimy.

Najpierw przyjmijmy, Ze gracze,
Gdy juz ktorys wygrac raczy,
Nie przestajg rzucaé kosci.

Ot, dla wlasnej przyjemnosci.

Trzy do pieciu w tej minucie
Zatem, gdyby dalej grali,

To po jedenastym rzucie
Ktorys z nich bylby wygranym.

Pozostaje nam po prostu
Obliczenie szans dokladnie,
Ze wéréd rzutéw jedenastu
Jacek wygra pie¢ co najmniej.

Jak nietrudno zauwazyd,

By wygranych byto k

To, co mialoby sie zdarzyc,
Prawdopodobieristwo ma (lkl)/211.

Stad juz blisko rozwigzanie:
Suma, dla k najmniej pieciu,
Liczb powyzszych wynik daje.
Wyjdzie zatem, w mym pojeciu

((H+CH+. (D)2 ~0,73.

— Niech tak bedzie! — Jacek krzyknat
I jat zegnaé¢ madrych gosci.
Spostrzegl wtem, ze Placek zniknat
A wraz z Plackiem wor stodkosci.

7 tej bajeczki moral taki:
Studiuj swiattych gtoséw chor
Lecz gdy dojdzie juz do draki,
Szybko chwytaj ciastek wor.

*

Powyzsza historyjka przedstawia tzw. problem podziatu stawki — jedno z zadan,
jakimi zywit si¢ raczkujacy rachunek prawdopodobienstwa u poczatkéw swojego
istnienia. W zrédlach europejskich pojawia si¢ on po raz pierwszy w podreczniku
Summa de Arithmetica, Geometrica, Proportioni, et Proportionalita wloskiego
franciszkanina, Luki Paccioliego (1445-1517). Paccioli uwazal, ze w sytuacji
opisanej w historyjce nagroda powinna zostaé podzielona w stosunku takim,
jak stosunek liczby punktéw zdobytych przez graczy, czyli 3 do 5 (0,625 puli
przyznajemy Jackowi). Innego zdania byl Girolamo Cardano (1501-1576), ten
sam, ktorego imie nosza (nie do korica stusznie) wzory na rozwiazania réwnan
3.1 4. stopnia. W swym dziele Practica Arithmeticae Generalis stwierdza,

ze w sytuacji, gdy jednemu z graczy brakuje do zwyciestwa a punktéw,
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Rozwigzanie zadania M 1531.
Z warunkéw zadania wynika, ze
AB =CD, AC = BD oraz AD = BC,
gdyz sa to pary przekatnych
przystajacych prostokatow.
Oznaczmy przez rx promien sfery sx.
Jezeli sfery sa, sp, sc sa parami styczne,
to pewne dwie z nich — bez straty
ogbélnosci s4 1 sp — sg styczne
zewnetrznie, czyli AB = ry + rp. Jesli
sc jest styczna zewnetrznie do s i sp,
to AC =rs +rc, BC=rg+rc
i wystarczy przyjaé

rpD =rAa+TB+TC.
Woéwecezas sfera sp bedzie styczna
wewnetrznie do pozostalych trzech sfer,
gdyz

AD=BC =rgp+rc=rp—ra

i analogicznie BD =rp — rpg,
CD =rp — rc. Jezeli zas sfera ro jest
styczna wewnetrznie do sa i sg, to
AC =rc —ra, BC=rc —rpitym
razem wystarczy przyjac

D =TA+TB—TC-
Wéwezas AD =ra +rp, BD =rg +rp,
CD =rc —rp, wiec sfera sp bedzie
styczna zewnetrznie do s4 i sp oraz
styczna wewnetrznie do sc.

@

Rozwigzanie zadania M 1533.
‘Wykazemy, ze odtworzenie liczb jest
mozliwe. Zauwazmy, ze jezeli z > 2 oraz
y = 2, to
1
— + —
Yy

wobec czego x + y < zy. To oznacza, ze

a+bc>a+b+ec,
b+ca>a+b+ec,
ct+ab>a+b+ec,

wiec najmniejsza z czterech liczb
napisanych na kartce jest réwna a + b + ¢;
oznaczmy te¢ liczbe przez s. Pozostale
liczby oznaczmy przez x, y, z
i przyjmijmy (bez straty ogélnosci,
z uwagi na symetri¢ rél liczb z tablicy),
ze x =a+be, y=>b+ ca, z=c+ ab.
Wéwczas
z—s+1=(b—1)(c—1),
y—s+1=(c—1)(a—1),
z—s+1=(a—1)(b—1),

a skoro liczby a, b, ¢ sg wigksze od 1, to
y—s+1)(z—s+1
L ) ),
(x —s+1)

b:1+\/(2*9+1)T*9+1)7
(y—s+1)

(r75+1)(1/7:+1)
(z—s4+1)

c=1+

a drugiemu b punktoéw, cala stawka powinna byé¢ podzielona w stosunku
(I4+24...4+b): (1+2+...4a), czyli unas 15:28 (do Jacka wedruje

~ 0,651 stawki). Wéréd prébujacych rozwiklaé problem podzialu nalezy wymienié
jeszcze stynnego antagoniste Cardana, czyli Niccola Tartaglie. Zwraca on
stusznie uwage, ze podejécie Luki Paccioliego nie moze by¢ sensowne, gdyz

przy wyniku 0:1 kazatoby przeznaczy¢ cala stawke jednemu z graczy, chociaz
drugi ma niewiele mniejsza szanse¢ na wygrana. Odpowiedz proponowana przez
Tartaglie nie jest jednak specjalnie lepsza, gdyz proponuje on, by zwyciezca
otrzymal pél stawki powi@kszone o polowe wzglednej réznicy w punktach (czyli
w tym przypadku 5 + 2 - 223 =(,6). Nie jest to jednak dobre podejscie, gdyz
podzielitoby stawk(g w ten sam sposéb przy wyniku 9:7, w ktérym (jak nietrudno
obliczy¢) szansa drugiego gracza na wygrana wynosi %. Problem podziatu stawki
doczekal si¢ prawidlowego (tzn. opartego na prawdopodobienstwach wygranych
poszczegdlnych graczy) rozwiazania dopiero w polowie XVII wieku, kiedy
zostal podsuniety Blaise’owi Pascalowi (1623-1662) przez Antoine’a Gombauda
(1607-1684), znanego szerzej jako kawaler de Méré. Pascal korespondowal

na ten temat z Pierrem Fermatem (1601-1665) i wspélnie udalo im sie

wskazaé rozwiazanie (rozumowanie opisane w wierszyku pochodzi od Fermata,
rozwigzanie Pascala nie wymagalo ,przedtuzania” gry po wygranej ktoregos

z graczy, wykorzystywalo natomiast pewne wlasnodci trojkata Pascala).

Inna zagadka, zadana Pascalowi przez kawalera de Méré, bylo pytanie

o najmniejsza liczbe rzutow dwiema kosémi, potrzebna do tego, aby

z prawdopodobienstwem przewyzszajacym % wyrzuci¢ za ktéryms razem dwie
szostki. De Méré potrafil rozwiazaé to zadanie w przypadku rzutu jedna koscia
— w tym celu wystarczy skoncentrowa¢ uwage na zdarzeniu przeciwnym do
rozwazanego, czyli pytaniu o najmniejsza liczbe rzutéw, przy ktérej szansa

na unikniecie szostki jest mniejsza od % Poniewaz w pojedynczym rzucie
szansa na unikniecie széstki wynosi %, zatem szansa na niewyrzucenie szostki

w n rzutach wynosi (%)n Szukamy zatem najmniejszej wartosci n, dla ktorej

(%)n jest mniejsze od %; nietrudno sprawdzié, ze liczba ta wynosi 4. W jaki
sposéb rozszerzy¢ to rozumowanie na rzut dwiema kosémi? Tutaj kawaler

de Méré napotkal trudnosci, gdyz byl zdania, ze stosunek szukanej ,wartosci
granicznej” do liczby wszystkich mozliwoéci powinien by¢ staty, zatem skoro

w przypadku jednego rzutu byl on jak 4 (warto$¢ graniczna) do 6 (liczba
mozliwosci), to skoro przy dwoéch rzutach mamy 36 réwno prawdopodobnych
mozliwosci (z czego de Méré zdawal sobie sprawe), poszukiwana ,warto$é
graniczna” w tym przypadku wynosi 24. De Méré nie poprzestal jednak

na teorii i postanowil sprawdzic¢ ja w praktyce — ta miala jednak inne zdanie
na ten temat i mocno sugerowala, ze po 24 rzutach dwie szostki zdarzaja

sie rzadziej niz czedciej. O tej rozbieznosci poinformowal Pascala, twierdzac,

ze jego odkrycie oznacza sprzecznosé arytmetyki. Pascal nie miat jednak
trudnosci w dostrzezeniu, w czym tkwi paradoks. Kluczem do rozwiagzania

jest najrozsadniejsza ocena szansy na unikni@cie dwoch szostek w jednym,
podwéjnym rzucie — jest to, oczywiscie, 2 % (gdyz szansa na dwie széstki to 36).
W tej sytuacji, podobnie jak poprzednio, szukamy najmniejszej wartoéci n, dla
ktorej (%)n < % — tym razem wychodzi 25. Szansa na wyrzucenie dwoch szdstek
po takiej liczbie rzutéw wynosi w przyblizeniu 0, 506, podczas gdy szansa na dwie
szostki po 24 rzutach to okoto 0,491. Kawaler de Méré musial zatem wykonaé
catkiem pokazng liczbe doswiadczen, aby stwierdzi¢, ze w praktyce liczba 24
jest zbyt mata. ..

Przedstawione problemy opieraja sie na pojeciach wspotczednie elementarnych
(jak np. prawdopodobienstwo), z ktérymi ludzkosé oswajala sie doéé

dtugo i ktore w czasach, w jakich byly ,wykuwane”, dostarczaly trudnoéci

z dzisiejszego punktu widzenia elementarnych. Ciekawie jest zastanowié sie,

czy za pareset lat, w jubileuszowym, pieciotysiecznym numerze Delty, przyszli
autorzy artykuléw beda mogli z pewnym rozbawieniem opisywaé¢ nasze mniej lub
bardziej udolne préby rozwiazania pewnych skomplikowanych dzi§ probleméw,
ktére juz wtedy beda uznawane za zupelnie banalne. . .
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