Ponizszy tekst zawiera dodatkowe
materialy stanowiace uzupelnienie
artykulu opublikowanego w A;E)‘

LP(R?) to oznaczenie na przestrzen
wszystkich funkcji, ktérych modut

w potedze p scalkowany po calej
przestrzeni R® daje skonczony wynik.
éciélej7 chodzi o catke w sensie Lebesque’a
i nie same funkcje, a klasy ich
réwnowaznoéci. Dwie funkcje naleza do
jednej klasy, jezeli réznia si¢ na zbiorze
miary zero.

Prawie wszedzie oznacza wsze¢dzie poza
zbiorem miary zero. Chodzi oczywiscie o
miare Lebesqu’a zbioru.

Przestrzeni L?(R?®) wyréznia sie sposréd
wszystkich przestrzeni Lp(]R3). w
przestrzeni L2(R®) norma zadawana jest
przez iloczyn skalarny dany wzorem:

(¥19) :/%ﬁd’ﬂdyd%
RrR3

Operator hermitowksi to taki, ktéry dla
dowolnych funkcji 9, ¢ € LZ(RS) spelnia:

(Y|Ad) = (A|d).

Laplasjan (operator Laplace’a) to operator
rézniczkowy:

Dlaczego elektrony nie spadajg na jadra

atomowe?
Czyli o zwigzku fizyki kwantowej z analizg funkcjonalng

Bartlomiej BAK, Norbert MOKRZANSKI

W mechanice kwantowej stan ukladu jest opisany funkcja falowa ¢ = ¥ (x,y, 2) (w
dalszej czesci bedziemy pomijaé zapis argumentéw), ktéra z definicji jest
unormowang funkcja catkowalna w kwadracie, tzn.:

1/2

(1) lllz = /dedydz 1,

Funkcja 1) jest wiec elementem przestrzeni L?(R3). Dzicki unormowaniu ¢ funkcje
|9|> mozemy interpretowaé jako gestoéé prawdopodobienstwa znalezienia czastki w
danym obszarze. Czytelnik Obeznany powinien wiedzieé¢, ze powyzsza definicja
normy w L?(R3) jest szczegdlnym przypadkiem normy ||¢||, przestrzeni LP(R3):

1/p

(2) lll, = / WP dedydz|

ktére to normy dla réznych wartosci parametru p beda sie pojawiac¢ i pelnic¢
kluczowa role w dalszej czedci tego artykutu. Przydatna bedzie takze norma ||| o,
ktéra jest zdefiniowana jako najmniejsza stala C, dla ktérej [¢p] < C' prawie
wszedzie.

Wartosciom mozliwym do zmierzenia w rozpatrywanym ukladzie (obserwablom)
odpowiadaja operatory hermitowskie na tej przestrzeni. Z powodu kwantowej
natury swiata bedziemy méwié o warto$ciach oczekiwanych tych obserwabli w
stanie . Dla obserwabli A taka wartos¢ oczekiwana jest zdefiniowana jako
nastepujaca catka:

() = (W4v) = [ FAw dadydz.

R-’_’)

Hermitowsko$¢ operatora A gwarantuje, ze powyzsza warto$¢ oczekiwana jest
liczba rzeczywista. Wartos¢ te nalezy interpretowac jako usredniona wartos¢ wielu
pomiaréw tej samej wielkosci w tym samym stanie ukladu. Szczegdlnie bedzie nas

interesowala wartosé érednia energii, czemu odpowiada operator H zwany
hamiltonianem. Najbardziej powszechna jego postacia jest

(3)

gdzie A oznacza laplasjan (reprezentujacy energie kinetyczna), a V' jest energia
potencjalng. W przypadku atomu wodoru jest to potencjal Coulomba:

(4)

H=-A+V,

v=-2,

r
gdzie r = /22 + y2 + 22, za$ « to dodatnia stata liczbowa. Kazdy, kto mial
stycznosé z mechanika kwantowa, zauwazy, ze w powyzszych wzorach brakuje
stalych fizycznych, a co za tym idzie, wlasciwych jednostek. Kazdy z nich zostal
podzielony przez te stale i zostaly one ,wchloniete” przez wystepujace tam obiekty.
w szczegOlnosei potencjal V' to tak naprawde fizyczny potencjal (mierzony w
dzulach) podzielony przez QH—;{, gdzie h to zredukowana stata Plancka, zas M to
stata o charakterze masy, sktadajaca si¢ z masy elektronu i jadra. Wszystkie te
wielkosci zostaly zintegrowane do pewnej dodatniej stalej liczbowej . Zabieg ten
ma na celu uproszczenie zapisu i dalszej analizy problemu.

Czytelnik Dociekliwy moze réwniez spytac¢, na jakiej przestrzeni dziala operator H.
Zgodnie z postulatami mechaniki kwantowej powinien on dziala¢ na przestrzeni
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Znalezienie dokladnej wartosci infimum
energii to juz zupelnie inny problem, ktéry
nie bedzie eksploatowany w tym artykule,
a ktory stanowi bardzo wazne miejsce we
wspélczesnej analizie funkcjonalnej.
Trudnoéé w znalezieniu kreséw zbioru
wartos$ci hamiltonianu bierze si¢ miedzy
innymi stad, Ze operator ten jest okreslony
tylko na pewnej dziedzinie, w tym
wypadku funkcji dwukrotnie
rézniczkowalnych. Jednak ciag takich
funkcji moze w prazestrzeni L?(R?) dazyé
do funkcji nierézniczkowalnej wartosé
oczekiwana H na takim ciggu moze
potencjalnie dazy¢ do nieskoriczonosci
(dodatniej lub ujemnej).

funkcji catkowalnych w kwadracie L?(IR?). Aczkolwiek, dzialanie hamiltonianu na
taka funkcje wcale nie musi naleze¢ do L?(R3), ba, moze by¢ nawet nieokreélone!
Drzieje sie tak dlatego, ze funkcje z przestrzeni L?(IR?) nie musza by¢
rézniczkowalne, ani nawet ciggte. Niestety H zawiera laplasjan, a wiec
rozniczkowanie. Méwi sie wiec, ze operator H jest nieciggly, albo nieograniczony a
jego dziedzing jest pewna podprzestrzen calej przestrzeni L?(R?). Na potrzeby tej
pracy przyjmiemy, ze dziedzina H bedzie przestrzei C%(R?), tzn. przestrzen
funkeji dwukrotnie rézniczkowalnych o zwartym nosniku (zachecamy Czytelnika
do sprawdzenia, ze hamiltonian H dla potencjalu Coulomba (4) faktycznie jest
dobrze okreslony na tej przestrzeni).

Mozemy teraz sprecyzowaé problem stabilno$ci materii: pytamy, czy energia,
zdefiniowana jako wartos¢ oczekiwana hamiltonianu jest ograniczona z dotu —
posiada skonczone infimum, zwane tez kresem dolnym:

(5) o (H)y >

= inf —00.
lvllz=1

Okazuje sig, ze odpowiedZ na to pytanie, a nawet na nieco ogélniejsze (tzn. dla

szersze]j klasy potencjaléw niz potencjal Coulomba (4)) jest twierdzaca i da sie to

wykazaé juz przy pomocy kilku nieréwnosci prezentowanych podczas niektérych
kursow z analizy matematycznej, co autorzy postaraja sie zaprezentowaé¢ ponizej.

Zaczniemy od przeksztalcenia wzoru na Ey wstawiajac jawng postac
hamiltonianu (3), a nastepnie calkujac przez czesci i pamietajac, ze funkcja falowa
1 posiada zwarty nosnik (czyli znika poza pewnym ograniczonym obszarem).
Dostajemy stad:

(6) By = / (IV2 + VIw[?) dedydz,

= inf
lvll2=1
RS

gdzie Vi) oznacza gradient funkcji 1. Czytelnik Uwazny dostrzeze, ze to wyrazenie
jest okreglone juz nie tylko dla funkcji klasy C?(R?), lecz takze funkcji klasy
CL(R3), Czytelnik Wtajemniczony zauwazy nawet, ze jest ono okreslone dla
funkcji z przestrzeni Sobolewa H'(R?).

W tym momencie warto na chwile sie zatrzymac i zastanowi¢ jakie wartosci
przyjmuja powyzsze skladniki. Od razu widaé, ze energia kinetyczna (zwiazana z
gradientem V1) jest nieujemna, co oznacza, ze zasadnicza cze$¢ problemu dotyczy
energii potencjalnej. Kazdy potencjal mozemy rozdzieli¢ na czes¢ dodatnia V i
ujemng V_ w nastepujacy sposéb:

(7> V= V++(_V*)7

gdzie V. i V_ sa funkcjami nieujemnymi. Wydawaloby sie, ze taki zapis tylko maci
obraz, a jednak okaze si¢ on bardzo uzyteczny. Latwo zaobserwowad, ze energia
potencjalna pochodzaca od V. jest nieujemna, przez co

(8) Ey > inf /(|w|2fv_\¢\2) drdydz.

> in
llll2=1
R3

Tym samym zredukowaliSmy problem do analizy tylko czesci ujemnej potencjatu.
Mozna by sie pokusi¢, by w ten sam sposéb ,,potraktowac” energie kinetyczna,
jednakze zachowanie tego cztonu bedzie mialo kluczowy wplyw na dalsza czesé
wywodu. Warto tez zauwazy¢, ze skoro rozpatrujemy problem w dosy¢ szerokiej
ogolnoéci, to mozemy napotkaé¢ potencjalty sktadajace sie wylacznie z czesci
ujemnej (jak na przyktad potencjal Coulomba), przez co nie powinni$my zbytnio
opieraé sie na wlasnosciach czesci dodatniej. Co wiecej, gdyby$my napotkali
potencjal skladajacy sie wytacznie z czeéci dodatniej, to problem stabilnosci statby
sie trywialny, jako ze prawa strona (6) bylaby ograniczona przez zero.

Kolejnymi waznymi sktadnikami beda dwie nieréwnosci: Sobolewa i Holdera.
Pierwsza z nich glosi, ze dla funkcji f nalezacej do przestrzeni C!(R?) zachodzi:

(9) IV fllz = cll flls
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‘W ramach ciekawostki: optymalng
(najwigksza mozliwg) stala ¢ w nieréwnosci
(9) jest c = 2 (2n2)1/3,

dla pewnej stalej ¢ niezaleznej od f. Natomiast druga z nich zadaje relacje
pomiedzy réznymi typami norm dwoch funkeji f 1 ¢g:

1 1
(10) 17l < 17lp e, -+ =1.

7 cala ta zgromadzona wiedzg wreszcie jesteSmy gotowi podjaé sie udowodnienia
gléwnego zagadnienia (5).

Z nieréwnoéci Sobolewa mozemy oszacowaé energie kinetyczna:

(11) / Vo dadydz = [[V)2 > A2
R3

Co do czesci potencjalnej, zeby uzyskaé oszacowanie z ta sama norma 1 jak dla
energii kinetycznej z nieréwnosci powyzej, przyjmijmy zalozenie, ze funkcja V_
nalezy do przestrzeni L3/2(R?) i sprébujmy skorzystaé¢ z nieréwnoéci Holdera dla
p= % i ¢ = 3. Dostaniemy wowczas

1/3

—/V—lezdxdydz = —=[IV-lis/2 /|¢|6 dzdydz = —[IV-lla/2ll®ll3,
R3 3

skad wynika

/(va\2 = V_[$?) dadydz > (¢ = [VIIsp2) 19 ]E.

R3

Pojawia sie tu pewien problem — mimo ze dla dowolnej funkcji v z wybranej
wezedniej dziedziny hamiltonianu norma ||1||¢ jest skoriczona, to moze by¢ ona
dowolnie duza (nawet z przyjetym wezesniej ogélnym zalozeniem |[¢)]|2 = 1). Jesli
wiee [|[V_[[3/2 > c?, to prawa strona powyzszej nieréwnosci jest nieograniczona z
dotu. Co gorsza, wspomniany przez nas potencjal Coulomba (4) nie nalezy do
L3/? (R?), wiec powyzsze rozwazania nie pozwalaja wythumaczy¢ stabilnosci nawet
atomu wodoru. Musimy wiec dziataé sprytniej.

Remedium na te bolaczke okazuje sie by¢ nastepujaca sztuczka, ktora, co ciekawe,
pozwoli nawet bardziej zredukowaé zalozenie o funkeji V_. Zalézmy mianowicie, ze
funkcja V_ nalezy do przestrzeni L*/2(R%) + L (R?), to znaczy mozemy te
funkcje przedstawié¢ jako sume:

(12) Vo=V + Vs,

gdzie V; € L3/%(R3) i V, € L>®(R3). Warto nadmieni¢, ze potencjal Coulomba (4)
daje sie przedstawi¢ w powyzszej postaci. O takim rozkladzie mozemy zatozy¢
nawet wiecej, a konkretnie mozemy zyczy¢ sobie, zeby norma funkcji Vi byla tak
mala jak tylko chcemy (oczywiscie odbywa sie to kosztem normy funkcji V5).

W kontekécie naszego problemu chcemy, zeby ta norma byla mniejsza niz ¢2. Aby
uzasadnié, ze taki rozklad jest mozliwy, zauwazmy, ze mozemy dalej rozpisaé

Vi =Vixgwisay £ Vixqwvii<ays

gdzie x oznacza funkcje charakterystyczna zbioru, a A > 0 jest (na ten moment
dowolnym) parametrem. Druga z powyzszych funkcji jest oczywiscie ograniczona
przez A. Co do pierwszej z nich, na mocy twierdzenia o zbieznosci zmajoryzowanej,
norma tej funkcji zbiega do zera przy A — oco. Oznacza to, ze dla dostatecznie
duzego A rozklad

(13) Ve =Vixgwisar + (Vixqvi<ay + Vo)

Vi €L3/2(R3) Vo€ Lo (R3)




ma poszukiwang wlasnoéé. Zeby nie komplikowaé zapisu, pozostaniemy przy
notacji (12), pamigtajac jednak, ze ||[Vi[|3/2 < ¢*. Zauwazmy réwniez, ze skoro
[¥]l2 =1, to

[ Vel dodydz < [ Vel lof? dadyds = Vel
R3 R3

Powyzsza sztuczka pozwala na nastepujace oszacowanie:

/ (V2 — V_[pP) dedydz > (2 — [Vallsy2)llolls — [Vallso-
R3

Jako ze wyrazenie w nawiasie jest nieujemne, pierwszy sktadnik mozemy
oszacowaé z dotu przez zero. Koniec koncéw, przypominajac sobie nieréwnosé (8)
wykazaliSmy, ze

Ey 2 —[[Va]loc > —o00,

a wiec doktadnie to, co chcieli$émy.

Warto nadmieni¢, ze z matematycznego punktu widzenia istnienie infimum FEj
wcale nie implikuje istnienia konkretnej funkcji falowej zwiazanej z ta energial
Moze okazac sig, ze jest cala rodzina rozwiazan, dla ktorych wystepuje ta sama
energia (stan zdegenerowany), lub, ze takie rozwiazanie w ogéle nie istnieje, a
znalezione infimum pelni role wartosci granicznej.

Powyzsze rachunki tyczyty sie dos¢ prostych modeli materii, jak cho¢by atom
wodoru. Pozostaje pytanie czy mozna procedure badania stabilnosci materii
uogdlni¢ do bardziej skomplikowanych ukladéw jak atomy inne niz wodér (gdzie
trzeba uwzglednié odpychanie sie elektronéw), krysztaly (gdzie pojawia sie wiecej
jader atomowych), a nawet materii relatywistycznej (gdzie energia ma bardziej
skomplikowana formule). Okazuje sie, ze jest to mozliwe, niemniej potrzeba
wprowadzi¢ bardziej egzotyczne przestrzenie Sobolewa i bardziej zawite
nieréwnoéci, o czym autorzy maja nadzieje opowiedzie¢ w niedalekej przysztosci.



