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Spis rozwigzan:

e Zad. 893:

Punkty A, B,C, D, E leza w tym porzadku na linii prostej, przy czym CA = CFE, CB = CD. Poza
tg prosta, po jednej jej stronie, lezg punkty K i L takie, ze trojkaty AKB i DLE maja ostre katy
przy wierzchotkach A, B i D, F, a suma miar tych czterech ostrych katéw wynosi 180°. Proste KB
i LD przecinaja sie w punkcie N; proste AK i EL przecinajg sie w punkcie M; punkty M, N leza po
réznych stronach prostej KL, a ponadto MN L AFE. Dowies¢, ze CK = CL.

[— Barbara Mroczek (str. 2)|

e Zad. 897:

Czworokat wypukly ABCD ma obwdd dlugosci p oraz przekatne diugosci m i n. Punkt E jest

czwartym wierzchotkiem réwnolegtoboku ABCE. Udowodnié, ze DE < p—m —n.

[— Janusz Olszewski (str. 4)|

[— Piotr Kumor (str. 7)|

e Zad. 902:

Dla liczby naturalnej n niech w(n) oznacza najwickszy catkowity wyktadnik, dla ktérego n! dzieli sie

przez 10| i niech f(n) = 10~*™n!. Udowodnié, ze dla kazdej liczby naturalnej m spetniona jest

zalezno$é¢ f(5™) = 2™ (mod 5).

[— Jerzy Cisto (str. 13)|




Barbara Mroczek Zadanie M894

Niech w; oznacza okrag K LM o $rodku w punkcie F. Niech wy oznacza
okrag ABK o $rodku w punkcie G. Niech ws oznacza okrag DEL o $rodku
w punkcie H. Niech O bedzie $rodkiem odcinka AM. Niech Q) bedzie przecie-
ciem okregdéw w; i we réznym od K. Niech R bedzie przecieciem odcinkéw M N
i AE.

Czworokat K LM N ma dwa katy zewnetrzne przy wierzchotkach K i L sumu-
jace sie do 180°, wiec jest wpisany w okrag. Innymi stowy, punkt NV lezy na
okregu wy.

Okregi wo oraz wz maja na rownych cieciwach AB i DFE oparte katy wpisane
<AKB i <DLE, ktore dopelniaja sie do 180°. Zatem te dwa okregi sa przys-
tajace, w szczegdlnosci majg réwne promienie oraz sa do siebie symetryczne
wzgledem punktu C.

Zauwazmy, ze zachodzi rownosé

<TAQM = <AQK + <KQM = <ABK +<KNM = <NBR + <BNR = 90°.

W takim razie punkt O jest srodkiem okregu przechodzacego przez punkty
A Q, RiM.
Zachodzi takze

KGR+ <KFQ =2 -<KAQ+2 - <KMQ =2 -<MAQ+2-<AMQ =
= IMOQ + <A0Q = 180°.
W takim razie <GKF +<GQF = 180°, a poniewaz sa to katy rowne, to oba

te katy sa proste. Analogicznie <HLF = 90°. W takim razie trojkaty AGKF
i AHLF sa prostokatne, maja jedna pare przyprostokatnych KF, LF rowna



Barbara Mroczek Zadanie M894

jako promienie okregu w; oraz druga pare przyprostokatnych KG, LH réwna
jako promienie okregdéw przystajacych ws i w3. Zatem te trojkaty sa przystajace
i zachodzi rownosé¢ F'G = FH, czyli punkt F' lezy na symetralnej odcinka GH.
Punkt C jest srodkiem tego odcinka, zatem prosta C'F' jest jego symetralna.
W symetrii wzgledem prostej CF okregi ws i w3 sa symetryczne, a okrag wi
przechodzi na siebie, zatem odpowiadajace punkty przeciecia K i L takze sa
symetryczne. W szczegélnosci zachodzi réwnos¢ CK = CL.



Janusz Olszewski

Zadanie nr 897 (Delta nr 3 (610) 2025)

Czworokat wypukly ABCD ma obwdd dtugosci p oraz przekatne dtugosci m i n.
Punkt F jest czwartym wierzchotkiem réwnolegloboku ABCE. Udowodnié, ze
DE<p—m-—n.

Rozwigzanie

Sposéb 1. (nieréwnosé tréjkata, wlasnosé réwnolegtoboku)

Mozemy zalozyé, ze jeden z odcinkéw AFE lub CE przecina jeden z odcinkéw
CD lub DA. Jedli bowiem, tak nie jest, woéwczas zachodzi jedna z sytuacji
przedstawionych na rys. 1 lub rys. 2.

D
A

C
rys. 1 rys. 2

Wezmy punkt E’ symetryczny wzgledem érodka boku AD. Wéwczas w DE' =
— = —_— =
CB = FEA oraz BE' = CD.

rys. 4

Gdy punkt D lezy poza réwnolegtobokiem ABCE (rys. 3) wéwczas odcinki
BE' i AD przecinaja sie. Za$ gdy punkt D lezy wewnatrz réwnolegloboku



ABCE (rys. 4), wowczas odcinki DE’ i AB przecinaja sig. Przy czym w kaz-
dym przypadku DE = DE’. Tym samym badanie nieréwnoéci dla pigtki punk-
tow A, B,C, D, E jest rbwnowazne badaniu tej nieréwnosci dla piatki punktow
A,B,C,D,E' gdyz DE = DE'.

Dla ustalenia uwagi, zalézmy, ze odcinki AE i C'D przecinaja sie. Punkt ich
przecigcia oznaczmy przez X (rys. 5).

Z nieréwnoéci tréjkata dla ADXE, AAXC,
i AABD otrzymujemy

DE < DX+ XFE
AC < AX+XC
<

BD BA+ AD
B
rys. b
Dodajac stronami otrzymane nieréwnosci mamy
m+n+DE = BD+ AC+ DE
< (DX+XC)+(AX+XE)+BA+ AD
= DC+ AE+ BA+ AD

= CD+BC+ AB+ DA =p.

Jest to nieréwnosé z zadnia.

Sposéb 2. (nieréwnosé tréjkata, podobiefistwo, wlasnosé réwnolegloboku)
Niech M i N beda $rodkami przekatnych AC' i BD (rys. 6).

rys. 7

Zauwazmy, ze punkt M jest takze $rodkiem przekatnej BE réwnolegtoboku
ABCE, a punkt N érodkiem odcinka BD. Dlatego odcinki M N i DE sg réw-
nolegle oraz 2M N = DE. Nieréwno$¢ z zadania mozemy zapisa¢ w postaci.

AB+ BC +CD + DA > AC + BD + 2MN (1)



Oznaczmy $rodki przeciwlegltych bokéw AD i BC przez P i @ (rys. 7). Czwo-
rokat M PNQ jest réwnoleglobokiem (byé¢ moze zdegenerowanym do odcinka -
w przypadku gdy czworokat ABCD jest réwnoleglobokiem). Mozemy zalozyé,
ze punkty M, N leza blizej wierzchotkow C, D niz punkt przeciecia przekatnych
oraz prosta M N przecina odcinek QC w punkcie M’ (gdy M = N woéwczas
wybieramy prosta M N = MC(C'). Konfiguracje te przedstawia rys. 7.

Wéwezas z nieréwnosci trojkata dla AMM'C, ANQM' otrzymujemy

NM+MC < NM+(MM'+M'C) = NM'+M'C < (NQ+QM')+M'C = NQ+QC

Ponadto z nier6wnosci tréjkata dla ADPN mamy DN < DP + PN.
Dodajac otrzymane nieréwnosci stronami dostajemy

DN + NM + MC < DP + PN + NQ + QC.

Uwzgledniajac zwiazki: BD = 2DN, AC = 2MC, AB = 2DP, BC = 2QC,
CD =2NQ, DA = 2DP otrzymujemy nieréwno$é¢ (1) réwnowazng nieréwnosci
z zadania.

Sposéb 3. (nieréwnosé Hlawki)
— —_— - — —_— o —
Oznaczmy d = AB=FEC,b= BC = AFE,¢=CD, d= DA.
— o

Wowczas d = —(G@+b+ @), BD =b+¢ AC =@+ b, DE = —(G+ ).
Podstawiajac powyzsze wektory w nieréwnosci Hlawki

1@l + [1ol] + i€l + ll@ + b+ €| > [|l@ + bl + [[b+ €| + [|¢+ all

(prawdziwej dla dowolnych wektoréw @, 5, ¢ w przestrzeni kartezjanskiej, w tym
w szczegblnosdel na plaszezyznie) oraz uwzgledniajac, ze

- = — e s
p= @l + ol + el + lldll, m = [AC|, n=|BD|, DE=|DE|

otrzymujemy nieréwnoé¢ z zadania: p > m+n + DFE.

Komentarz.
Dow6d nieréwnosci Hlawki mozna znalezé w wielu zrodlach. W klasycznej ksigz-
ce Dragoslava S. Mitrinovi¢a ,FElementarne nierdwnosci” wskazano na str. 295-
296 uogdlnienia oraz kilka odsylaczy. Wpisujac w przegladarce hasto Hlawka
inequality otrzymujemy na przyktad
https://www.cut-the-knot.org/arithmetic/algebra/Hlawka.shtml,
gdzie podano dwa dowody algebraiczne oraz strone
https://www.cut-the-knot.org/m/Geometry/GeometricHlawka.shtml,
gdzie podano dowdd geometryczny nieréwnosci w wersji wykorzystanej w spo-
sobie 3 tj. dla wektoréow na plaszczyznie.
Dowody podane w sposobach 11 2 sa w zasadzie dowodami geometrycznymi
nieréwnosci Hlawki dla wektoréw na plaszczyznie.
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897. Czworokgt wypukly ABCD ma obwod dtugosci P oraz przekatne

Piotr Kumor

dtugoéci M i N. Punkt E jest czwartym wierzchotkiem réwnolegtoboku
ABCE . Udowodni¢, ze m+n+DE<p.

Rozwigzanie

Teza zadania 897 jest rownowazna nierownosci (H) znanej jako
,, hierownosc¢ Hlawki © lub ,, nierownos¢ Hornischa — Hlawki “.

Nieréwnosé (H) jest sformutowana dla wektoréw X, Y, Z

W rzeczywistej przestrzeni liniowej unormowanej,
jako uogolnienie nieréwnosci tréjkata. Oto warunek (H) :

&+l 4+ lly + 21+ 1z + 21 < lle+y + 20+ 2l + il + 121

Zadanie 897 redukuje sie do tej nierbwnosci, nastepujgco :
W rzeczywistej ptaszczyznie dwuwymiarowej, rozwazmy wektory :

x=AB y=BC z=CD.
Zatem X+Yy+z=DA x+y=AC y+z=BD ,

N
oraz —X—2=DE
( najtatwiej sprawdzi¢ to rachunkiem wspotrzednych ).

Mamy wiec rownosci : m+n+ DE =

+ |z + 2

Iz +yll + lly + =

oraz Pp=AB+BC+CD+DA=
|z +y+ 2| + ||=]| + ||ly|| +

ot

z ktérych wynika, ze teza zadania 897 to dokfadnie nieréwnosc¢ (H)

dla wektorow Xx=AB , y=BC , z=CD.



Nieréwnos¢ (H) nie jest ogolnie prawdziwa we wszystkich

rzeczywistych przestrzeniach liniowych unormowanych.

Jednak jest ona prawdziwa w kazdej przestrzeni wymiaru jeden lub dwa.
( czyli rownowaznie dla kazdej trojki wektorow liniowo zaleznych ).
Zostato to udowodnione w pracy :

e e B NP - e wway w s e

122) Kelly, L.M., Smiley, D.M,, Sinﬂey.: MF.: Two dimensional spaces are quadilateral
spaces. Am. Math. Mon. 72, 753-754 (1965)

Link :
https://www.semanticscholar.org/paper/Two-Dimensional-Spaces-are-Quadrilateral-Spaces-
Kelly-Smiley/a091e10843634deee8eb2dfff70507e5f0ac6da?

Dowad ten jest krotki i elementarny.
Na dwoch zdjeciach ponizej wida¢ go w catosci.

TWO DIMENSIONAL SPACES ARE QUADRILATERAL SPACES

L. M. KeLLy, D. M. SMiLEY, AND M. F. SmiLEv; Michigan State University,
Riverside, California, and the University of California, Riverside.

In [2] some of us conjectured that if X is a real normed linear space and
x, ¥, z are linearly dependent in X, then

@ x|+ |y + |z +|e+y+z] 2 |z+y] + |yt +|z42].

Joram Lindenstrauss has observed that (1) is a minor consequence of his result
[1] that every normed linear space of dimension two is isometric to a subspace
of I, [0, 1]. Two of us have given a geometric proof of (1) based on the convexity
of the unit ball of X (unpublished). Here we give a very simple algebraic proof
of (1).

Since x, v, 2 are linearly dependent we have px+oy-+712=0 for real numbers
p, o, 7 not all zero.

Case 1. p, o, 7 are all nonnegative (or all nonpositive). We may choose our
notation so thatp, ¢, 720, p=0, 7 and r>0. For, if =7=0 then x =0 and (1) is
trivial. We may then write z=ax+4Bywhere—a= —pr~1< —1,8= —¢r~1=<0and
a=8. With k=(a—B)a~! and =o' we have

0<k=<1, O0gI1<1, hky—Iz=z+y
as well as (1—=k)y—(1—0)z= —(2+4=). Then
le+y| sty +1]s], |s+= sa-B|y] +0=0]s]
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and we get | + 9| + |2 + x| = |y| + |2|. But we also have |y + 2| = ||
+|x+y+z| and (1) follows by addition.

Case 2. One of p, o, 7 is negative and the other two are nonnegative (or one
of p, &, T is positive and the other two are nonpositive). We may choose our nota-
tion so that v <0, p, ¢ =0 and ¢ =p. Here we have z=ax-+py with o, 3=0 and
aZ=p. With k=B—a)(148)7?, I=(14p)"" we verify that

0=k=1, 021, katlaty+a)=x+y
QA=-—Fx+Q-Dx+y+2 ==x+z=
Manipulations like those used for Case 1 then prove that (1) holds.
M. F. Smiley's research was partially supported by NSF grant GP-1447.
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Editorial Note. The problem raised by the Smileys was also solved by Dr. Roy O. Davies in
a letter to the Smileys dated Dec. 2, 1964.

W ten sposob rozwigzanie zadania 897 dobiegto konca.

Uwaga 1

Z dowodu widag, ze jest to prawda dla kazdej normy na ptaszczyznie.
Nie musi to wiec by¢ norma euklidesowa, czyli zwykta odlegtos¢.

Nie jest tez istotne zatozenie, ze punkty A, B, C, D to wierzchofki
czworokgta wypuktego. Nie byto ono nigdzie wykorzystane.
Rozwigzanie dziata dla dowolnej czworki punktdw ptaszczyzny.

Uwaga 2

Odcinek DE jest dwa razy dtuzszy niz odcinek tgczgcy srodki
przekatnych AC i BD. Zachodzi tez odpowiednia rownos¢ wektorow.
Najtatwiej stwierdzi¢ to wykonujgc rachunek na wspoétrzednych.

Zatem w tresci zadania 897 mozna zastgpi¢ DE przez podwojong
dtugos¢ wspomnianego odcinka.

W tej wersji zadanie wystgpito jako Problem 11841 konkursu
,,American Mathematical Monthly “ :

https://www.tandfonline.com/doi/abs/10.4169/amer.math.monthly.122.5.500




11841. Proposed by Leonard Giugiuc, Drobeta-Turnu Severin, Romania. Let ABCD
be a convex quadrilateral. Let £ be the midpoint of AC, and let F be the midpoint of
BD. Show that

AB| 4 IBC| + |CD| + |DA| = IAC| + |BD| + 2|E}

(Here |XY| denotes the distance from X 1o Y.)

Nie dotartem do ,,firmowego” rozwigzania w AMM.

Jednak rozwigzanie jest tez dostepne pod adresem :
https://www.cut-the-knot.org/m/Geometry/HlawkalnConvexQuadrilateral.shtml

To dowdd nieréwnosci Hlawki w przestrzeni wymiaru dwa,

ze zwyklg odlegtoscig euklidesowg. Rachunek na liczbach zespolonych.
Jest tam tez udowodnione, ze gdy czworokat ABCD jest wypukty

( jak w tresci zadania 897 ) to nieréwnos¢ jest ostra.

Wiecej : pozostaje ona ostra, dla kazdej czwérki punktéow A, B, C, D
z ktorych zadne trzy nie sg wspotliniowe.

Uwaga 3
To ostatnie nie jest prawdg dla kazdej normy w wymiarze dwa.

Na przyktad, gdy norma wektora (X, Y) jest okreslona wzorem :

max ( \X\ : M ) (tzw. norma maksimum ), to dla czworokata wypuktego
ABCD o wierzchotkach A=(0,0),B= (1,0),C=(2,), D=(2,2)
mamy E = (1,1) oraz réwnosci AB=BC =CD =1 ,DA=2 , DE =1,
AC =2 , BD=2.zatem AB+BC+CD+DA=5= AC+BD+DE,
wiec w czworokgcie wypuktym ABCD zachodzi réwnosé.

Uwaga 4

Nierownos¢ Hlawki nie jest ogolnie prawdziwa, gdy wymiar przestrzeni
przekracza dwa. Przyktadem moze by¢ norma maksimum w wymiarze
trzy. Cztery punkty A=(0,0,0) : B=(1,10); C=(2,11) ;

D =(2,2,2) nie lezg w jednej ptaszczyznie. Mamy E = (1,0,1)
orazrownosci AB=BC =CD=1: DA=2: AC=BD=DE =2.
Zatem AB+BC +CD+DA=5<6 = AC+BD +DE,

wiec nieréwnosc¢ Hlawki i teza zadania 897 nie sg prawdziwe.



Uwaga 5

Jednak nierownosc¢ Hlawki ( wiec takze teza 897 ) jest prawdziwa

dla dowolnych wektorow w kazdej przestrzeni,

ktérej norma jest okreslona przez iloczyn skalarny.

W szczegolnosci wiec w przestrzeni euklidesowej dowolnego wymiaru.
Fakt ten jest udowodniony w wielu miejscach.

Zacytujemy tutaj prace : ,, A survey of the Hornich — Hlawka inequality ”
dostepng pod adresem https://arxiv.org/abs/2407.03278

Dowdd jest na samym poczatku tej pracy, na pierwszej stronie.

Jest oparty na tozsamosci z iloczynem skalarnym,

jest wiec on prawdziwy w kazdej takiej przestrzeni.

Wynika tez z niego, ze nierdwnosc jest ostra,

gdy wektory nie sg wspdtliniowe.

Uwaga 6

Zatem takze teza zadania 897 jest prawdziwa dla czworki punktow

A, B, C, D w kazdej przestrzeni z normg dang przez iloczyn skalarny.
W szczegodlnosci w przestrzeni euklidesowej dowolnego wymiaru.
Ostatnie zdanie jest nieco na wyrost, oczywiscie mozna ograniczycC sie
tu do przestrzeni trojwymiarowej. Jezeli zas punkty A, B, C, D

nie lezg w jednej ptaszczyznie, to nierdbwnosc jest ostra.

Uwaga 7

Wszystkie powyzsze rozwazania nie byty do konca elementarne.

Z uwagi na sam ich jezyk : ,,wektory” , ,,przestrzenie”

,,iloczyny skalarne “ etc ...

W przypadku odlegtosci euklidesowych ( oryginat 897 )

mozna tego wszystkiego unikng¢ rozwazajgc tylko dtugosci odcinkéw
i nierownosci w liczbach rzeczywistych.

W pracy zacytowanej w uwadze 5, na stronie 12 jest udowodniony
Lemat 3. Otrzymujemy z niego rozwigzanie zadania 897

( a takze nierownos¢ Hlawki dla iloczynow skalarnych ) przyjmujgc jako
liczby a, b, ¢, d, X, y, z dlugosci odcinkéw AB, BC ,CD ,DA, AC,
BD, DE . Warunki (i) oraz (ii) to po prostu nieréwnosci trojkata,
natomiast nierdwno$¢ (iii) to w istocie réwnos¢ znana jako

,» uogolniona rownosc¢ rownolegtoboku .

Jest ona prawdziwa dla iloczynu skalarnego,

a takze tatwa do sprawdzenia rachunkiem na wspotrzednych.



Uwaga 8

Powstaje pytanie kiedy w nieréwnosci zadania 897

ma miejsce rownos¢ ?

W przypadku ogdlnym ( dowolne normy ) nawet nie szukatem
odpowiedzi. Uwaga 3 pokazuje, ze moze to by¢ trudne.

Jednak w przypadku zwyktej odlegtosci znalaztem ( jak mysle )

petng odpowiedz. Ot6z rownos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy,

gdy ma miejsce jeden z dwdch ( roztgcznych ) przypadkéw (*) albo (**).

(*) Alternatywa czterech rownosci punktow :

A=B ; B=C ; C=D ; D=A
Rownowaznie AB-BC-CD-DA=0 wiec odpowiada to sytuac;ji
gdy co najmniej jeden z wektoréw jest zerowy.

Nierdwno$¢ Hlawki jest wtedy oczywiscie réownoscia.

(**) Punkty A, B, C, D sg parami rézne i lezg na jednej proste;
w okreslonej kolejnosci. Kolejnos¢ te podajemy ponizej
w punktach (1) - (4) i (1’) = (4).

1) A,B,C,D (1) D,C,A,B
2 D,A B,C 2) C,B,A,D
@ C,D,A B 3) B,A,D,C
4 A, D,C, B 4) B,C,D, A

Sprawdzenie ze istotnie w powyzszych przypadkach zachodzi réwnosc¢
jest natychmiastowe.



Rozwigzanie zadania nr 902

(5™)! jest iloczynem kolejnych dodatnich liczb catkowitych.
1/5 z czynnikéw, czyli 577! czynnikéw, dzieli si¢ przez 5.
Oznaczmy iloczyn czynnikéw niepodzielnych przez 5 litera (). Mamy

(6"=Q-5" " (5.
Dalej wystarczy nam reszta z dzielenia przez 5 liczby

@5

5n—1

L1007 = Q2
Poniewaz 2-3 =1 (mod 5), wiec zamiast dzieli¢ () przez potege 2, mozemy

pomnozy¢ ) przez taka sama potege 3. Czynniki ) niepodzielne przez 5
mozemy zastapié¢ resztami z dzielenia przez 5.

Q-3 '=(1-2-3-4"".3""=2""=2 (mod5),

gdzie na koniec skorzystaliémy z relacji 2° =2 (mod 5).
Mozemy teraz napisa¢ wzor rekurencyjny (f jest okreslone w tresci zadania):

FEY) =2 £5"Y) (mod 5), f(1)=1,
z ktérego od razu wynika, ze

f(5")=2" (mod 5).

Jerzy Cisto



