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Rozwiazanie zadania MIO.
Zauwazmy, ze liczba 2N konczy sie cyfra O,
wobec czegoN równa sie Olub S. GdybyN = S.
to z ostatniej (piatej) kolumny "mielibysmy
w pamieci" I i 1+ T+2E = 100+ T, skad 1 =
2(5a- m, co jest niemozliwe. Musi wiec byc
N = O,wobec tegoE = S. Jakas cyfra musiala
byc "zapamietana u przy przejsciu od kolumny
drugiej do pierwszej; byla to jedynka, gd~
suma w kolumnie drugiej jest równa 10 lub 11.

Tak wi~ I równa sie Olub l, aleN jest zerem,
wiec I = 1 i O = 9. Z dodawania kolumny
trzeciej "zapamietalismy" wiec liczbe 2.
Wobec tego, ze z kolumny przedostatniej
zostalo nam "w pamieci" l, toI+R+2T =
= 20+X, aleX" 2, R •• 8 (cyfryO,I,9sa
juz "zajete"), wiec1+8+2T,. 1+R+2T =
= 20+X,. 20+2, 2T,. 13, T równa sie
7 lub 8. Gdyby T równalo sie 7. toR
równaloby sie 8 (bo jezeliR •• 7, to
R •• 6il+R+2T •• 1+6+2'7 = 21 < 22)
oraz X równaloby sie 3. Jest to niemozliwe,
gdyz nie zostalaby zadna para kolejnych cyfr.
którymi musza bycF i S. Mamy wiec:T = 8,
1+R+2' 8= 2O+X, 3+X = R, a poniewaz
musi zostac para kolejnych cyfr dlaF i S,
wiecX = 4 i R = 7; wtedy oczywiscieF = 2,
S = 3 i pozostajeY = 6.
Bylo wiec 29 786+ 850+ 850= 31 486.
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Dzialkowicz D uprawia swa dzialke nie tylko dla samej przyjemnosci obcowania
z przyroda. Liczy on równiez na pewne dochody ze sprzedazy tego, co ziemia mu
lJrodzi. Postanowil obsadzic dzialke tulipanami lub truskawkami. Wie on
(mniejsza o to, skad), ze jesli wiosenne pogody sprzyjaja obfitosci truskawek,
to tulipany wyrastaja marnie; jesli natomiast tulipany rozwijaja sie nad podziw
pieknie, to truskawki zupelnie sie nie udaja. Ani we wrózby, ani w prognozy
meteorologiczne D nie wierzy, nie jest wiec w stanie przewidziec, jakie beda
wiosenne pogody. Wyliczyl sobie,ie jesH wiosna okaze sie truskawkowa, to na
truskawkach zarobi na czysto 3 tys; zfotych,natomiast ze sprzedaiy tulipanów
uzyska zaledwie zwrot kosztów wlasnych. Gdyby jednak wiosna miala charakter
t.ulipanowy, to na truskawkach straci okolo 1 tys; zl; a tulipany przynioslyby mu
2 tys. zl zysku.
Dzialkowicz D .ma wiec do rozegrania gre, w której przeciwn,ikiem jego jest
natura N; Dzialkowicz moze zastosowac jedna z dwu strategii: posadzic
truskawki (t) lub posadzii5 tulipany (tu). Wierzy on r6wniez w to, ze Natura
zastosuje jedna z dwu swoich strategii: pogode truskawkowa (T) lub pogode
tulipanowa (TU). Macierz tej gry (z punktu widzenia gracza D) podana jest obok;
liczby w niej wystepujace oznaczaja zysk gracza D w tysiacach zlotych.
Gracz D nie jest ryzykantem. Nad nadzieje ewentualnego duzego zysku przedklada
on zarobek pewny, choc maly. Powinien wiec zastosowac swa strategie
minimaksowa*, w tym przypadku strategie t. Jest to rzeczywiscie strategia
ostrozna, ale nie jest zadowalajaca: gwarantuje mu ona tylko to, ze nic nie straci.
Gdyby przynajmniej Natura byla przeciwnikiem rozsadnym, to musialaby sie liczyc
z tym, ze moze przegrac nawet 2 (strategia minirnaksowa N jest TU) i, byc moze,
daloby sie cos od niej wytargowac, Ale Natura przegranych nie liczy i zachowuje
sie jak gracz, który co prawda przystepuje do gry, ale wcale nie interesuje sie jej
wynikiem. Czy mimo to nie mozna w tej grze uzyskac nic ponad gwarancje
zwrotu kosztów wlasnych?
Mozna. Dzialkowicza nic nie zmusza do wyboru jednej z czystych strategii:
t lub tu. Moze on, choc nie bral tego poczatkowo pod uwage, zastosowac
strategie mieszana: czesc dzialki obsadzic tulipanami, a reszte truskawkami.
Jesli na przyklad dokladnie polowe przeznaczy pod tulipany, a druga pod

truskawki (powiemy, ze zastosowal strategie (1/2, 1/2)), to przy pogodzie T laczny

zysk z obu upraw wyniesie ~ . 0+ ~ . 3= ~, a wiec 1500 zl, natomiast

przy pogodzie TU Dzialkowicz zarobi 500 zl, bo ~ . 2+ ~ . (-1)= ~. Zatem

strategia (1/2, 1/2) jest bezpieczniejsza niz strategia czysta tu. Powstaje jednak
nowy problem: czy jest to strategia najkorzystniejsza, a jesli nie, to jak znalezc
strategie mieszana, która gwarantuje zysk mozliwie najwiekszy?
Strategie mieszana Dzialkowicza, polegajaca na przeznaczeniu czescjx obszaru
dzialki pod tulipany i czescil-x pod truskawki, oznaczymy sytp.bolem
(x, l-x). Oczywiscie O ~ x ~ 1. Z oczywistych wzgledów symbol (1,O) oznacza
strategie czysta tu ("wszystko pod tulipany"), a symbol(O, 1) - strategie czysta t
("wszystko pod truskawki"). Jesli N zastosuje strategie T, to D moze przy
zastosowaniu swej strategii(x, 1- x) oczekiwac zysku

Zl(X) = x'O+(l-x)' 3 = 3-3x,
natomiast przy strategii TU oczekiwany zysk wynosi

Z2(X) = x'2+(1-x)' (-1) = 3x-1.
Zatem D moze w tej sytuacji oczekiwac na pewno takiego zysku, który jest
mniejsza z liczbZl (x), Z2(X) (lub kazda z nich, jesli obie sa równe).
Rozwiazanie problemu Dzialkowicza sprowadza sie do znalezienia takiegoXo,

przy którym ta gwarantowana wartosc zyskujest mozliwie najwieksza.
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Rozwiazujemy (por. rysunek obok). Jesli zyskZl(X) ma byc nie wiekszy odZ2(X):

Zl(X) = 3-3x:::;; 3x-l = Z2(X),

to musi byc spelniony warunekx ~ 2/3, i na odwrót. Innymi slowy, dla
2/3 :::;;x :::;;l gwarantowany zysk wynosiz1(x) = 3- 3x. Poniewaz zas funkcja
liniowa 3- 3x jest malejaca, to najwieksza wartosc osiaga ona w lewym koncu
tego przedzialu: dlax = 2/3. Analogicznie stwierdzamy, ze dla pozostalych
x (O:::;;x :::;;2/3) gwarantowany zysk wynosiZ2 (x) = 3x-l, przy czym jest on
najwiekszy na prawym koncu tego przedzialu: dlax = 2/3. Przy tym
z 1(2/3) = Z2 (2/3) = 1. Zatem rozwiazaniem naszego zagadnienia jestXo = 2/3,
co odpowiada strategii (2/3, 1/3).
Istnieje zatem najlepsza strategia Dzialkowicza w jego grze przeciw Naturze.
Jest nia strategia mieszana polegajaca na obsadzeniu 2/3 dzialki tulipanami,
a 1/3 dzialki truskawkami. Przy zastosowaniu tej strategii osiagnie on na pewno
zysk wynoszacy co najmniej 1 tys. zl - niezaleznie od kaprysów aury.
Dla Czytelnika, któremu botaniczna fabula rozwiazywanego tu zagadnienia
wydala sie nudna, a dzialkowicz - dusigroszem bez polotu, dodatkowa
informacja: "Dzialkowicz" jest kryptonimem dowódcy organizujacego obrone
na pewnym odcinku frontu, "Natura" jest sztabem przeciwnika, strategia T to po
prostu zmasowany atak bronia pancerna, a strategia TU - potezne uderzenie
z powietrza. Interpretacja strategiit i tu jest juz latwa do odszyfrowania. Czym sa
tulipany i truskawki?

Zadania

1. Spójrzmy na rozwazana powyzej gre okiem gracza N. Macierz gry ogladanej z tej pozycji
podana jest obok. Zalózmy teraz, ze gracz N moze stosowac strategie mieszane (zalozenie takie
jest sensowne przy batalistycznej interpretacji gry), a gracz D moze stosowac tylko strategie
czyste. Udowodnic, ze gracz N moze sobie zapewnic to, ze nie przegra wiecej niz 1. Podac
strategie optymalna gracza N, wykonac wykres ilustrujacy rozwiazanie.
Rozwiazanie na str. 13.

2. Zalózmy, ze w rozwazanej grze obaj gracze moga stosowac strategie mieszane. Udowodnic,
ze jesli D stosuje swa optymalna strategie mieszana, to przy zadnej strategii mieszanej przeciwnika
nie otrzyma on mniej, niz to, co gwarantuje mu strategia optymalna przeciwko strategiom
czystym. Wykazac, ze te sama wlasnosc ma strategia optymalna gracza N.
Rozwiazanie na str. 7.

Zadania
Redaguje dr Jedrzej JEDRZEJEWSKI
F4. Naladowany kondensator o pojemnosci CI polaczono poprzez opornik z drugim, nie
naladowanym, o pojemnosciC2 wedlug schematu. Po zamknieciu kluczaK polowa energii
naladowanego kondensatora wydzielila sie na oporniku w postaci ciepla. Zakladamy, ze
indukcyjnosc elementów obwodu mozna pominac. Oblicz wartosc oporuR oraz powiedz, czy
kondensatory sa takiej samej, czy tez róznej barwy (obydwa pochodza z tej samej serii
produkcyjnej).
Rozwiazanie na str. 16.

Redaguje mgrAndrzej MAKOWSKI
MI0. W ponizszym dodawaniu rózne litery oznaczaja rózne cyfry

FORTY

TEN
+ TEN--.-

SIXTY

Jaka litera oznacza jaka cyfre?
(po angielsku: forty = 40, ten = 10, sixty = 60. Zachecamy Czytelników do ukladania
i nadsylania podobnych zadan, w których wystapia polskie wyrazy. ukladajace sie w sensowne
zwroty; rozwiazanie powinno byc jednoznaczne) .
Rozwiazanie na str. 4.
MU. W mnozeniu obok wystepowaly tylko cyfry 2, 3, 5, 7.
Odtworzyc zapis tego mnozenia.
Rozwiazanie na str. 13.
M12. Udowodnic, ze na plaszczyznie istnieje szesc punktów o tej wlasnosci, ze kazdy trójkat
o wierzcholkach lezacych w pewnych sposród tych punktów jest równoramienny.
Rozwiazanie na str. 15.
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