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aA = aA,

to ta wspólna wartosc jest cenaA.

A oto rysunek wyjasniajacy mechanizm stosowania tej zasady na przykladzie
wycinka w ksztalcie kola.

- Otwieram narade pracowników naszego Banku, zwolana w sprawie ustalenia
cennika zlotej folii, która nasz Bank, w ramach wzbogacania asortymentu, wprowadza
do sprzedazy. Panstwo pozwola, ze przypomne, na czym polega problem. Gdybysmy
mieli zamiar sprzedawac tylko wycinki folii o okreslonym regularnym ksztalcie,
kwadratowe lub prostokatne, kazdy kasjer bez najmniejszego klopotu móglby
okreslic cene takiego wycinka. My jednak, kierujac sie haslem "Nasz klient -
nasz pan", chcemy ustalic cennik jak najszerszego asortymentu ksztaltów, tak by
kazdy mógl nabyc wycinek zlotej folii o ksztalcie najbardziej mu odpowiadajacym.
Uprzejmie prosze o zglaszanie propozycji takiego cennika. Widze, ze pan Starszy
Kasjer Euklides ma jakas propozycje.
- Przygotowalem nastepujaca propozycje cennika skladajacego sie z trzech zasad:

Zasada 1. Cena prostokata o bokacha i b wynosi ab.
Zasada 2. Ceny takich samych wycinków folii (przystajacych), jezeli daja sie
okreslic, sa sobie równe.
Zasada 3. Jezeli ceny wycinków foliiAl' A2' ... , An sa odpowiednio równe
al' a2, ... , an, to laczna cena tych wycinków wynosial +a2+ ... +a".

A oto plakat wyjasniajacy naszym klientom mechanizm stosowania cennika,
a jednoczesnie podajacy ceny najczesciej zadanych figur.
- Brawo, panie Starszy Kasjerze! Czy ktos chcialby skomentowac propozycje

pana Euklidesa?
- Udzielam glosu inzynierowi Archimedesowi z WydziLlu Postepu Technicznego.
- Moim zdaniem, Cennik Euklidesama pewne istotne wady. Mianowicie, nie
mozna za jego pomoca wyznaczyc ceny wielu czesto spotykanych figur, na przyklad
wycinka w ksztalcie kola. Moja propozycja jest prosta. Jezeli klient zazada
jakiegos wycinka, to kasjer porównuje ciezar tego wycinka z ciezarem kwadratu
jednostkowego i w ten sposób okresla jego cene. Banalne!
- W imieniu dyrekcji musze stwierdzic, ze propozyeja inzyniera Archimedesa
jest nie do przyjecia. Po pierwsze, ze wzgledu na klopoty ze znalezieniem idealnie
dokladnej wagi, na której mozna by dokladnie wazyc rzeczy tak cenne i lekkie,
jak zlota folia., Po drugie, metoda ta moze narazic nas na powazne straty.
Przypuscmy, ze przychodzi klient i pyta o cene kawalka folii w ksztalcie swojego
cienia. Przy panskiej metodzie powinien kasjer wyciac taki kawalek folii, by
nastepnie go zwazyc. Istnieje powazne ryzyko, ze wtedy klient stwierdzi, ze ten
kawalek jest dla niego zbyt drogi. I co wtedy zrobi nasz Bank z tak nietypowym
kawalkiem folii? Trudno oczekiwac, ze zjawi sie inny klient z zadaniem folii
w ksztalcie cienia pana X!
- Czy sa inne jakies propozycje? Prosze, pan Kasjer Jordan.
- Moja propozycja zmierza do wzbogaceniaCennika Euklidesao zasade 4,
niestety nieco skomplikowana.

Zasada 4. Dla kazdego kawalka foliiA niech aA oznacza dolny kres cen, wedlug
Cennika Euklidesa,wszystkich figur zawierajacychA, zasaAoznacza górny kres
cen, wedlugCennika Euklidesa,wszystkich figur zawartych wA. Jezeli dla pewnego
kawalka folii A
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- Dziekujemy panu Jordanowi za istotny wklad do cennika. Czy sa jeszcze jakies
propozycje? Pan Lebesgue, Mlodszy Kasjer!
- Moja propozycja zmierza do pewnej modyfikacjiCennika Euklidesa-Jordana.
Po pierwsze, trzeba zastapic zasade 3 przez

Zasade 3*. Jezeli ceny wycinków folii Al'A2, ••• , sa odpowiednio
równe al' a2, ... , to laczna cena tych wycinków wynosial +a2 + ...
Po drugie, nazwijmyCennikiem (*) cennik zlozony z zasad 1, 2 i 3* oraz dla
kazdego kawalka foliiA oznaczmy przez{lA dolny kres cen, wedlugCennika (*),
wszystkich zbiorów zawierajacychA. Wtedy zasade pana Jordana pragnalbym
zastapic przez

Zasade 4*. JezeliA jest kawalkiem folii zawartym w kwadracieQ,
takim ze{lA+aQ-A = cenaQ, to cenaA wynosi {lA'

Pragne podkreslic, ze cennik obejmujacy zasady 1, 2, 3* i 4* jest istotnie lepszy
od Cennika Euklidesa-Jordana. To znaczy, ze jezeli cene pewnego wycinka folii
mozna ustalic poslugujac sieCennikiem Euklidesa-Jordana, to mozna te cene
ustalic takze za pomoca cennika obejmujacego zasady 1, 2, 3* i 4*; w obu
przypa9kach otrzymamy te sama cene. Z drugiej jednak strony istnieja kawalki,
których cene mozna wyznaczyc poslugujac sie cennikiem obejmujacym zasady
1,2, 3* i 4*, a nie mozna w obrebieCennika Euklidesa-Jordana. Jako przyklad
takiego kawalka niech sluzy podzbiór kwadratu <O, 1> x < O,1>, zlozony
z punktów o obu wspólrzednych niewymiernych. Cena jego, w ramach cennika
obejmujacego zasady 1, 2, 3* i 4* wynosi 1, natomiast w obrebie
Cennika Euklidesa-Jordana nie mozna jej wyznaczyc (fachowcy mówia,
ze zbiór jest niemierzalny w sensie Jordana.)
- Dziekuje panu Lebusgue'owi. Proponuje przyjac cennik zlozony z zasad
1, 2, 3* i 4* jako obowiazujacy w naszym Banku i nazwac go "miara Lebesgue'a".
Kto jest za? Wszyscy. I slusznie, jest to bowiem najlepsza miara. Dziekuje
panom. A teraz do mierzenia zlotej folii.

Zwiazki fizyki z matematyka

Pro/. dr Józef WERLE, czlonek korespondent PAN·

Fizyka jest nauka scisla, bardzo mocno zwiazana z matematyka. Czy jednak zastanawialiscie sie,
na czym te zwiazki polegaja? Dzieki czemu sa one mozliwe i plodne? Jaki jest ich charakter
i znaczenie dla obu nauk? Czy mozliwa jest prawdziwa, nowoczesna fizyka bez matematyki?
Czy mozliwa jest matematyka bez fizyki? Jak przedstawialy sie zwiazki miedzy tymi naukami
dawniej i jak przedstawiaja sie dzis? Czy kazda nauke, w kt6rej stosuje sie wzory matematyczne,
mozna tym samym zaliczyc do nauk scislych?

Oto garsc pytan, na które nielatwo odpowiedziec tylko na podstawie szkolnych lekcji fizyki
i matematyki. W szkole sredniej o takich problemach nie mówi sie raczej wcale, a na studiach
wyzszych - tym bardziej nie. Cala sprawa nalezy wiec z reguly ·do bardzo subiektywnej i ukrytej
sfery podswiadomosci, a ta - wiadomo -lubi platac figle naszej swiadomosci. Nie sa to

bynajmniej figle niewinne, lecz takie, które wyrzadzaja duze szkody spoleczne. Ale to juz inna
historia, której lepiej nie opowiadac nieswiadomym ofiarom tej sytuacji. Postarajmy sie wiec
przede wszystkim poglebic nasza swiadomosc.
Na laboratoryjnych, eksperymentalnych lekcjach fizyki robimy rzeczy na pozór nie majace nic
wspólnego z matematyka: obserwujemy rózne zjawiska przyrody, robimy doswiadczenia, uczymy
sie poslugiwania podstawowymi aparatami fizycznymi. Warto jednak zauwazyc, ze nie
wystarczaja nam jakosciowe obserwacje, np. ze wlaczenie pradu powoduje nagrzewanie sie
przewodnika .oraz odchylenie igly stojacej obok busoli. Pytamy od razu o ilosc wydzielanego
w przewodniku ciepla, o wielkosc odchylenia busoli, o ich zaleznosc od napiecia i natezenia
pradu, polozenia busoli, wlasnosci przewodnika itp. Aby odpowiedziec na takie pytania, musimy
wykonac szereg odpowiednich pomiarów przy pomocy termometru, woltomierza,
amperomierza itd. Wszystkie tego typu przyrzady, sluzace pierwotnie do czysto jakosciowego
wykrywania pewnych okreslonych efektów fizycznych, po odpowiednim wycechowaniu zamieniaja
sie w przyrzady do mierzenia tychze efektów. Innymi slowy; kazde zjawisko fizyczne staramy sie
zawsze opisac jak naj scislej za pomoca odpowiednich cech ilosciowych, czyli tak zwanych
wielkosci fizycznych. Jest rzecza zdumiewajaca, ze to sie udaje, i do tego - tak dobrze. Kazdy
pomiar ustala pewna ilosciowa relacje miedzy odpowiednimi wielkosciami fizycznymi; relacja
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