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Zalózmy, ze nigdy nic nie slyszelismy o teorii mnogosci, czyli o teorii zbiorów,
i zalózmy równiez, ze nigdy nic a nic nie slyszelismy o jakichkolwiek
aksjomatach. Startujac z tej pozycji - rzec mozna zerowej - postanawiamy sami
stworzyc te teorie.
Wobec tak przyjetych zalozen narzuca sie nam tylko jedna droga, która mozemy
ruszyc. Jest to droga naturalna, czyli wskazywana przez intuicje. Ruszymy ta
droga, a niebawem zobaczymy, jak z tej drogi trzeba czym predzej zawrócic, bo
prowadzi ona w przepasc, nieco scislej: w sprzecznosc. I wtedy to zobaczymy
wyraznie potrzebe aksjomatycznego ujmowania teorii matematycznych.
A wiec zaczynamy.
Rozumujemy tak: Nad pojeciem zbioru nie ma co sie zatrzymywac. Jest ono nie
tylko dla nas, ale nawet i dla dzieci calkowicie zrozumiale, nie budzi zadnych
watpliwosci. Przeciez niejednokrotnie rozwazalismy w zyciu codziennym zbiór
ksiazek; zbiór ludzi, zbiór liczb naturalnych, zbiór liczb parzystych, zbiór
prostych itp. I wszystko bylo dla nas jasne. Nie ma równiez potrzeby zatrzymywac
sie nad pojeciem przynaleznosci elementu, tj. przedmiotu do zbioru, bo to pojecie
rozumiemy juz od dziecka.
A zatem podsumowujac stwierdzamy, ze takie dwa powiedzenia, jak

X jest zbiorem,
x jest elementem zbioruX

sa dla nas calkowicie zrozumiale, nie budza zadnych watpliwosci i dlatego nad
nimi nie bedziemy sie zatrzymywac. Czas wiec przystapic do wnioskowania, do
formulowania jakichs tez, do budowania teorii. Zanim jednak przejdziemy do
wnioskowania, wprowadzimy dla prostszego sposobu porozumiewania sie pewne
umowy.
Tak wiec wyrazenie

x jest elementem zbioruX
bedziemy zapisywac symbolicznie:

XEX,
zas wyrazenie

x nie jest elementem zbioruX
zapiszemy za pomoca symbolu:

xf/:X.

Jesli elementami zbioruX beda elementyXl' X2, ••• , zapiszemy to za pomoca
rysJ.nku:

X = {Xl> X2, ••. }.

A teraz przejdziemy do wnioskowania. Zaczniemy od nastepujacych rozwazan.

Rozwazmy teraz funkcje zdaniowa jednej zmiennejX:

XrFX.

Funkcja ta jest spelniona przezXo, czyli zbiór stolic, oraz przezXl, czyli zbiór planet.
Nietrudno zauwazyc, ze elementów spelniajacych te funkcje zdaniowa jest o wiele wiecej.
Intuicja mówi nam, ze mozna pomyslec o zbiorze wszystkich elementów spelniajacych owa
funkcje zdaniowa. Innymi slowy, intuicja mówi nam, ze istnieje zbiór wszystkich elementów
spelniajacych te funkcje zdaniowa.
Niech Z bedzie tym zbiorem.
Wtedy mamy: W worku -Z znajduja sie wszystkie elementy spelniajace funkcje zdaniowaX 'I X.
Fakt ten daje sie opisac formalnie jak nastepuje: Dla kazdegoX",

(1) X", EZ~X", 'IX", .

A teraz na dwoje babka wrózyla: albo Z znajduje sie w worku, albo nie.
Przypuscmy, ze Z znajduje sie w worku. Wtedy prawda jest, ze ZE Z. Skoro zas prawda jest,
zeZ E Z, to na podstawie (1), podstawiajac Z zamiastX",. i czytajac (1) z lewej do prawej,
otrzymujemy, ze prawda tez jest, iz Z 'I Z; a wiec otrzymujemy sprzecznosc.

Niech Xo bedzie zbiorem stolic.
Mozemy zatem napisac:
Xo = zbiór stolic = {Paryz, Londyn, H'}'
Tu nie moze wystapicXO, bo gdyby przypuscic, ze
wystepuje, to otrzymalibysmy, zeXo, czyli zbiór
stolic, jest stolica. A z tym sie nie zgadzamy.

Zatem prawdziwe jest zdanie
Xo rFXo.

Niech Xl bedzie zbiorem planet.
Mozemy zatem napisac:
Xl = zbiór planet = {Wenus, Jowisz, ... }.
lu nie moze wystapicXl' bo gdyby przypuscic,
ze wystepuje, to otrzymalibysmy, zeXl' czyli zbiór
planet, jest planeta. A z tym sie nie zgadzamy.

Zatem prawdziwe jest zdanie
Xl rFX1'
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Rozwiazanie zadania M35:
Zauwazmy najpierw, ze pole S czworokata
wypuklego o przekatnych dlugoscid, id.
i kacie miedzy przekatnymi a jest równe

l d . M .
Z- ,d. sma. amy howlem (zob. rysunek):

S= i-Xlsina+ -},ysin(l80'-a)+

+ T yzsina+ -} zx sin (180'- a)=

l . l .
= 2 xl sma+ 2 ty sma+

l . l .
+ Z-yzsmo:+ Z-zxsma =

= -} (x+y) (z+ I) sina = T d,d. sina.

(Korzystalismy z tego, ze pole trójkata jest
równe polowie iloczynu dwóch boków przez
sinus kata miedzy nimi zawartego).
Teza zadania jest wiec nierównosc

Td,d.sina •• {-(d"+d.'),
czyli

O•• d,'-2d,d.sina+d.'.

Mamydl'-2d,d, sina+d.' =
= (d,+d.)'+2d,d.(l-sina),. O
gdyz(d,-d.)' ,. O i l-sina,. O,
dl> O, d, > O.

Z po)YYzszegorozumowania wynika równiez,
kiedy pole czworokata wypuklego równe jest

{- sumy kwadratów dlugosci przekatnych. lest
tak mianowicie tylko wtedy, gdyd, = d.
i sina = l, tzn. gdy przekatne sa prostopadle
i równej dlugosci.

Zatem przypuszczenie, zeZ znajduje·sie w worku, nalezy odrzucic, gdyz prowadzi do
sprzecznosci.
Skoro Z nie znajduje sie w worku wnosimy automatycznie, zeZ znajduje sie poza workiem,
i nie ma potrzeby sprawdzania tego. Zabawmy sie jednak w upartych kontrolerów i sprawdzmy
po swojemu, czy rzeczywiscieZ znajduje sie poza workiem.
Przypuscmy wiec, zeZ znajduje sie poza workiem. Wtedy prawda jest, zeZ rF Z. Skoro zas
prawda jest, zeZ rF Z, to na podstawie (1), podstawiajacZ zamiast XII i czytajac (1) z prawej
do lewej, otrzymujemy, ze prawda tez jest, izZ E Z; a wiec otrzymujemy sprzecznosc.
Zatem przypuszczenie, zeZ znajduje sie poza workiem, nalezy odrzucic, bo prowadzi do
sprzecznosci.
Ostatecznie wykazalismy, zeZ nie moze byc ani w worku, ani poza nim! Zatem kontrola, która
wydawala sie zbyteczna, byla potrzebna, dala zadziwiajacy rezultat.
A jak wytlumaczyc stwierdzony fakt, zeZ nie ma ani w worku, ani poza nim, ze zle babka
wrózyla, wrózac na dwoje?
Po prostu tym, zeZ nie istnieje.
A zatem, jesli wezmiemy funkcje zdaniowaX rF X, to istnieja elementy spelniajace te funkcje
zdaniowa, np.Xo = zbiór stolic, Xl = zbiór planet, ale nie istnieje zbiór wszystkich elementów
spelniajacych te funkcje zdaniowa. (Niesamowite!).
Okazuje sie wiec, ze wbrew temu, co sadzilismy na poczatku, zachodzi potrzeba
zatrzymania sie nad pojeciem zbioru i pojeciem przynaleznosci elementów do
zbioru, ze nie mozemy sobie pozwolic na tworzenie zbiorów z elementów jakich
nam sie tylko podoba, np. nie mozemy sobie pozwolic na utworzenie zbioru
z elementów spelniajacych funkcje zdaniowaX rt x.
Wniosek ten jest ciosem wymierzonym w intuicyjne pojmowanie zbioru. Wobec
takiej sytuacji trzeba powiedziec, co to jest zbiór, czyli trzeba podac definicje
zbioru, i to taka, azeby sie uchronic od udowodnionej wyzej sprzecznosci i od
sprzecznosci w ogóle.
Tymczasem nie mozemy znalezc takiego zespolu slów, którym by mozna wyrazic
wprost to, co chcemy uznac za zbiór. Skoro nie mozemy powiedziec wprost, co
to jest zbiór, wiec z koniecznosci zazadajmy przynajmniej stwierdzenia, jakie
wlasnosci powinien spelniac twór, który chcemy uznac za zbiór. Wlasnosci
te wypowiadamy w pewnych zdaniach. Zatem przez zbiór nalezy rozumiec od tej
chwili jakikolwiek twór, który spelnia warunki sformulowane w tych zdaniach.
Wobec tego zdania te mozna uznac za definicje zbioru, ale nie za definicje
zwyczajna, bezposrednia, lecz za definicje uwiklana, zamaskowana, niejawna.
Poniewaz w zdaniach tych wypowiadamy lacznie wlasnosci zbioru i wlasnosci
pojecia przynaleznosci elementu do zbioru, przeto zdania te sa zarazem definicja
uwiklana pojecia zbioru i pojecia przynaleznosci elementu do zbioru. Od tej pory
pojeciami tymi wolno poslugiwac sie jedynie w ten sposób, na jaki pozwalaja
te zdania.
Zdania te nazywamy "aksjomatami teorii mnogosci". Mówimy, ze zbiór i pojecie
przynaleznosci elementu do zbioru definiujemy "aksjomatycznie".
Z przytoczonych do tej pory rozwazan widac wyraznie, ze zachodzi potrzeba

. aksjomatycznego ujmowania teorii matematycznych. Aksjomaty stanowia
fundament kazdej teorii. Osobliwosc ich polega na tym, ze kryja w sobie
nieskonczenie wiele twierdzen, które przez zastosowanie odpowiednich srodków
wnioskowania daja sie z tych aksjomatów wyprowadzic.
Teorie mnogosci po raz pierwszy zbudowal matematyk niemiecki J. Cantor.
Zbudowal on teorie mnogosci nie w sposób aksjomatyczny, lecz intuicyjny.
Wówczas angielski logik B. Russell podal przyklad, w którym zastosowane
intuicyjne rozumienie zbioru, wydajace sie niewatpliwie pewne, prowadzi do
sprzecznosci. Wlasnie te sprzecznosc, zwana "antynomia Russella",
przedstawilismy wyzej.
Pierwszym, który podal aksjomaty teorii mnogosci, byl niemiecki matematyk
E. Zermelo.
Czytelnik pragnacy zapoznac sie z tymi aksjomatami znajdzie je np. wZarysie
logiki matematycznejA. Grzegorczyka (1973).

Sylwestrowy mini-konkurs!

Czterej koledzy - Edward, Franciszek, Jerzy i Hubert - poszli razem z zonami do
klubu na bal noworoczny. Z poczatku kazdy tanczyl ze swoja zona, ale wkrótce

pary sie przemieszaly. Basia tanczyla z Edwardem, Alicja z mezem Karoliny,
Dorota z mezem Alicji, Franciszek z zona Jerzego i Jerzy z zona Edwarda.
Prosze rozsuplac te mieszanine par, podajac imiona wspólmalzonków oraz kto
z kim tanczyl?


