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Rozwiazanie zadania M44.

Dla" = 1,2,3,4,5 liczby 2"-1 sa równe
odpowiednio l, 3, 7, 15, 31isa wzg1~dnie
pierwsze z ". Najwi~kszy wspólny dzielnik
liczb 6 i 26 - l = 63 równy' jest 3. Dla
kazdej liczby naturalnejk liczby 6k i 26A: - l
maja wi~c wspólny dzielnik (niekoniecznie
najwi~kszy) równy 3, liczba26k - l jest
bowiem podzielna przez26 - l, co wynika
z tozsamosci

a"'-b'" = (a-b)(a"'-'+a"-2b+ +
+ab"-2+b"-')
zastosowanej dla liczba = 26, b = l,,, = k.

Mgr Tadeusz B. IWINSKI

Czy i jak czesto warto blefowac? To pytanie postawilismy i pozostawilismy bez
odpowiedzi w poprzednim odcinku "Sztuki wygrywania" (<<Delta»,1974, 10).
Kazdy, kto zetknal sie z jakakolwiek gra, w której blef jest dopuszczalna strategia
(a zycie samo jest jedna z takich gier), wie dobrze, ze warto - ba, czasem nawet
trzeba - troche poblefowac. Byle nie za czesto. Czy mozna tu podac jakies zasady?
Rozwazmy nastepujaca prosta gre dwuosobowa. Dysponujemy talia, w której
sa tylko dwa rodzaje kart: "Wysokie"(W) i "niskie" (N). Kazdy z graczy
wchodzi do gry wplacajac do pulipo 8 j.r. (jednostek rozliczeniowych) i otrzymuje
po jednej karcie, która staje sie jego "reka". "Rozdaniem" nazywamy wiec pare
kart; moga sie przy tym wydarzyc tylko cztery rózne rozdania:(W, W), (W,N),
(N, W) i (N,N).
Symbol (N, W) oznacza tu rozdanie, w którym pierwszy z graczy otrzymal karte
niska, a drugi - wysoka itd. Jesli przyjac, ze kart w talii jest duzo, a liczba kart
niskich - równa liczbie kart wysokich, to wszystkie rozdania beda jednakowo
prawdopodobne; kazde z nich bedzie wystepowalo przecietnie raz na cztery gry.
Po rozdaniu kart gracz I ma dwie mozliwosci: moze albo "sprawdzic", albo
"podniesc". Sprawdzenie polega na porównaniu obu "rak" - posiadacz wyzszej
karty wygrywa cala pule; jesli obie karty sa jednakowe, to gracze dziela sie pula
po polowie. Jesli I zdecyduje sie podniesc, to wplaca do puli 4 j.r. W tym
przypadku wkracza gracz II. Moze on albo zrezygnowac (wtedy gracz I bierze
wszystko, co jest w puli bez pokazywania reki), albo sprawdzic dokladajac
uprzednio do puli 4 j.r. I to sa wszystkie reguly tej gry. Zostala ona opisana przez
znanego teoretyka gier, A. W. Tuckera.
Na to, by móc zanalizowac te gre omawianymi w poprzednich odcinkach
metodami, musimy po pierwsze ustalic, jakie sa mozliwe strategie graczy; po
drugie - zobaczyc, jaka jest macierz gry, a nastepnie znalezc rozwiazanie (to
ostatnie okaze sie zreszta najlatwiejsze).
Jakie sa mozliwe strategie graczy? Jak pamietamy (<<Delta»,1974, 6) strategia
to nic innego, jak ustalona zasada postepowania we wszystkich mogacych sie
wydarzyc sytuacjach. Jedna z mozliwych strategii gracza I jest: "sprawdzaj, jesli
masz w reku niska karte, i podnos, jesli masz wysoka"; nazwiemy ja krótko
"strategia sprawdz-podnies" (w skrócie S-P). Nietrudno zauwazyc, ze gracz I
dysponuje dokladnie czterema róznymi strategiami; prócz S-P móglby on
jeszcze stosowac S-S(= "sprawdzaj niezaleznie od tego, co masz w reku"),
P-S oraz P-P.

Gracz II, o ile I dopusci go do decydowania o przebiegu gry, tez ma do
dyspozycji cztery strategie. Jedna z nich jest strategia "rezygnuj, jesli masz w reku
karte niska, i sprawdzaj, jesli masz wysoka"; oznaczymy ja symbolem R-S.
Pozostale strategie gracza II to R-R, S-R oraz S-S.
Zobaczymy, co by sie dzialo, gdyby I systematycznie stosowal S-P, a II
poslugiwal sie wylacznie strategia R-S. W-przypadku rozdania(W, W) gracz
pierwszy podnosi, a gracz drugi sprawdza, po czym obaj dziela sie po polowie
pula, do której kazdy z nich zdazyl wplacic po 12 j.r (po 8 j.r. na poczatku gry
i ponadto: pierwszy 4 j.r. za prawo podniesienia, drugi 4 j.r. za prawo
sprawdzenia). W efekcie kazdy odbiera tyle, ile wplacil, i wygrana gracza I
wynosi Oj.r.
W przypadku rozdania(W,N) zastosowanie tej samej pary strategii przynosi
graczowi I wygrana 8 (bo I podniesie, a II zrezygnuje, tracac w ten sposób 8 j.r.
wplaconych na poczatku). Analogicznie stwierdzimy, ze przy rozdaniu(N, W)
gracz I przegrywa 8 j.r., bo przyjeta strategia S-P nakazuje mu sprawdzac; przy
rozdaniu (N,N) gracz I sprawdza - i odbiera to, co wplacil.
Jak wspomnielismy wyzej, przy duzej liczbie gier kazde rozdanie bedzie
wystepowalo jednakowo czesto. Zatem gracz I bedzie równie czesto wygrywal
8 j.r. (na rozdaniach(W,N)) co przegrywal tyle samo (na rozdaniach(N, W)).
Zatem mozna oczekiwac, ze jego przecietna wygrana przypadajaca na jedna
rozgrywke wyniesie zero. Inaczej mówiac: oczekiwana wyplata gracza I przy
stosowaniu pary strategi~ S-PiR-S wynosi O.
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Por. "Krótki kurs gier 2 x 2",
«Delta», 1974, 10.

Wykazalismy przy okazji, ze reguly
gry faworyzuja gracza I. Gre - jesli
jest rozgrywana wielokrotnie -
mozna uczynic sprawiedliwa
przyjmujac dodatkowa regule, ze po
kazdej grze gracze zamieniaja sie
rolami.

Zobaczmy jeszcze, co by sie dzialo, gdyby I systematycznie stosowal strategie
P-S, a II - strategie R-S. Jesli wydarzy sie rozdanie(W, W) to pierwszy sprawdzi
i wycofa z puli swoje 8 j.r. Przy rozdaniu(W,N) tez sprawdzi i wygra 8. Przy
rozdaniu (N, W) pierwszy podniesie, drugi sprawdzi - i pierwszy przegra 12j.r.
Przy rozdaniu (N,N) pierwszy podniesie, drugi zrezygnuje, co da pierwszemu
wygrana 8. Poniewaz zas kazde rozdanie zdarza sie przecietnie raz na cztery gry,
to przy duzej liczbie gier gracz I moze oczekiwac, ze srednio na jedna gre
wypadnie mu wyplata:

l l l l-- '0+- '8+-(-12)+-'8= l4 4 4 4 '

a WieCmoze oczekiwac srednio z jednej gry wygranej l j.r.
W analogiczny sposób mozemy okreslic (z punktu widzenia gracza I) oczekiwane
wyplaty dla pozostalych par strategii. Otrzymamy macierz wyplat podana obok.
Zauwazmy, ze graczowi I nie oplaca sie nigdy stosowac strategii P-S, bowiem
strategia ta jest zdominowana przez strategie P-P, która daje zawsze niegorsze,
a czasem lepsze rezultaty, niezale:znie od tego, jaka strategie zastosuje gracz II.
Gracz I moze wiec w ogóle nie brac pod uwage strategii P-S.

Rozsadny gracz II z analogicznych wzgledów nigdy nie zastosuje strategii R-R,
przynosi mu ona bowiem zawsze nie mniejsze (a czasem wieksze) straty niz
strategia R-S; z tych samych powodów nigdy nie zastosuje on strategii S-R. Obaj
o tym wiedza i wobec tego obaj biora pod uwage tylko strategie nie odrzucone -
którym odpowiada podana obok macierz wyplat. Ale w tej sytuacji gracz I
zrezygnuje równiez ze stosowania strategii S-S, która jest dla niego mniej korzystna
niz kazda z pozostalych. Okazuje sie wiec, ze w rzeczywistosci beda gracze
rozgrywali gre, w której pierwszy dysponuje tylko strategia,mi S-P i P-P,
a drugi tylko R-S i S-S.

Strategia P-P jest najwyrazniej strategia blefowa: "podnos zawsze niezaleznie
od tego, co masz w reku". Równiez w strategii S-S drugiego gracza (sprawdzaj
zawsze, mimo ze moze cie to kosztowac) kryje sie element blefu. Strategie te
nazwiemy blefowymi. Z analogicznych wzgledów strategie S-P i R-S mozna
nazwac ostroznymi.

Zauwazmy: na poczatku podalismy reguly pewnej gry. Zalozylismy, ze gracze sa
ludzmi rozsadnymi i ze gre te rozgrywaja miedzy soba wiele razy. Z regul gry
i tych zalozen wywnioskowalismy, ze powinni oni rozgrywac gre nastepujaca
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a wiec gre 2 x 2 o bardzo prostej macierzy wyplat. Z latwoscia stwierdzamy, ze
gra ta nie posiada pary strategii czystych w równowadze, a rozwiazanie jej stanowi
para strategii mieszanych: kazdy z graczy powinien wykorzystywac strategie
ostrozna i strategie blefowa z czestoscia 1/2. Przez zastosowanie strategii
mieszanej (1/2, 1/2) gracz I zapewnia sobie to, ze w duzej liczbie gier bedzie
wygrywal przecietnie nie mniej niz 1/2 j.r. na jedna gre, a gracz II - ze nie bedzie
przegrywal przecietnie wiecej niz 1/2 j.r. na jedna gre. Zauwazmy przy tym, ze
realizacja strategii (1/2, 1/2) przez gracza I oznacza stosowanie przez niego
nastepujacej reguly: "jesli masz reke wysoka - zawsze podnos; jesli masz reke
niska - w polowie przypadków podnos, a w polowie sprawdzaj".
Uzyskalismy przy okazji odpowiedz na pytanie postawione na wstepie: sa takie
sytuacje, w których nie tylko mozna, ale powinno sie blefowac - i to z okreslona
czestoscia. Jak twierdzi J. Kemeny, amerykanski filozof i matematyk, jest to jeden
z najbardziej interesujacych wynjków uzyskanych w teorii gier.

Zadanie. Zalózmy, ze przy nie zmienionej wplacie poczatkowej (8 j.r.) wplaty za
podniesienie (gracz I) i sprawdzenie (gracz II) wynoszab j.r. Przy jakich b
graczowi I nie oplaca sie blefowac? (Rozwiazanie na str. 8).
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