
Gry wielochodowe
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Jesli obliczylibysmy v dla molekuly o r = O, przyjmujac l = 1,5 A, to otrzymalibysmy
V = 14800 cm-1, podczas gdy doswiadczenie daje·v = 17000cm -1. Obliczmy, jakie
musielibysmy przyjacl, aby otrzymac wynik zgodny z doswiadczeniem. Obliczone w ten sposóbl
wynosi 1,4A. Uzyjmy tak znalezionego l do obliczenia v dla molekul o r = 1,2,3•.... Wyniki
uzyskane z dokladnoscia do trzech cyfr znaczacych zestawiono nastepujaco:
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Widzimy zadziwiajaca, jak na dokonane uproszczenia, zgodnosc wyników teoretycznych
z doswiadczeniem. W wielu innych przypadkach wymagana zmianal bylaby znacznie wieksza,
a zgodnosc z doswiadczeniem gorsza.
Za barwe zwiazku chemicznego odpowiedzialne sa pochlaniane kwanty promieniowania. W ten
sposób na wyjatkowo prostej drodze udalo nam sie "obliczyc" barwe bardzo skomplikowanych
zwiazków chemicznych.

Dr WojciechGUZ/CK]

W artykule tym zajmiemy sie grami dwuosobowymi, rozgrywanymi wedlug
nastepujacych zasad:
Dwaj gracze (gracz I i gracz U) wykonuja kolejno, poczynajac od gracza I, ruchy
polegajace na wybieraniu dowolnego elementu z ustalonego zbioruA. Ten sam
element zbioruA moze byc wybierany wielokrotnie zarówno przez gracza I, jak
i gracza U.
W ten sposób w kazdym momencie zostaje wybrany ciag skonczonya1>0Z' "0' al1

elementów zbioruA. Przepisy gry sa zbiorem regul mówiacych, czy w danej
sytuacji graczowi. na którego przypada kolej, wolno jeszcze wykonac ruch, a jesli
wolno, to jakie ruchy sa dozwolone. Jesli juz mu nie wolno wykonac zadnego
ruchu, to mówimy, ze gra dobiegla konca, a jej efekt (tzn. ciag skonczony
al, ... , an) nazywamy partia. Moze sie jednak zdarzyc, ze obaj gracze graja tak, ze
w zadnym momencie przepisy gry nie nakaza im zakonczyc jej. Wtedy w wyniku
spotkania otrzymamy ciag nieskonczonyal ,az, ... , an •... , który równiez bedziemy
nazywac partia. Kazdy ciag skonczony, bedacy poczatkowym fragmentem partii,
bedziemy odtad nazywac pozycja.
Po zakonczeniu gry powstaje oczywiscie problem, kto dana partie wygral. Aby
móc zawsze odpowiedziec na to pytanie, dzielimy zbiór wszystkich mozliwych
partii na trzy czesci:Wo, Wl, Wz. Partia jest remisowa, jesli nalezy do zbioruWo;
wygrana przez gracza I, jesli nalezy doWl; i wygrana przez gracza II, jesli nalezy
do Wz.
W tej czesci artykulu zajmiemy sie grami skonczonymi. Wyjasnijmy, co znaczy
tu termin "skonczona". Otóz gra jest skonczona, jesli przepisy pozwalaja wykonac
w kazdej pozycji tylko skonczenie wiele róznych ruchów oraz nie dopuszczaja
istnienia nieskonczenie dlugich partii. Przykladem gry skonczonej sa szachy,
zbiorem A bowiem jest zbiór instrukcji dla figur (np. Wb7-b8), natomiast przepis
zapewniajacy skonczonosc kazdej partii stwierdza, ze gra konczy sie po
trzykrotnym powtórzeniu sie tej samej sytuacji na szachownicy.
Aby wyjasnic, co to znaczy "zapewnic sobie zwyciestwo", zdefiniujemy pojecie
strategii. Strategia gracza I jest dowolna funkcja, która kazdej mozliwej pozycji
a1> ... , an o parzystej (równiez zerowej) liczbie wyrazów przyporzadkowuje
jakikolwiek ruch an+! E A, dopuszczony w tej pozycji przez przepisy gry.
Podobnie strategia gracza II nazwiemy analogiczna funkcje okreslona dla pozycji
o dlugosci nieparzystej. Strategia jest wiec po prostu funkcja, która "podpowiada"
graczowi, jak w danej sytuacji ma zagrac. Zauwazmy nastepnie, ze jesli gracz I
wybierze sobie strategie<1, a gracz U strategieT, to te dwie strategie jednoznacznie
wyznaczaja partie, która rozgrywaja miedzy soba gracze I i II. Jej poczatkowymi
ruchami beda: al= <1(0),az = T(al), a3 ::; <1(a1>az), a4 = T(al,aZ,a3) itd.
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Przypuszczenie wyrazone'w tresci ladani::; jC'q
bledne, a wynik<.i toJ. 7asady lachowanl<l
energii (ale nie tylko mechanicznej, gdyz ta
1.a~ady :zachowania nie spelnia, lecz. calkowitej
tzn. 1uwzglednieniem przyrostu energii
wewnetrznej E). Jesli na poczatku ru~hu rura
spoczywala, to 7.a~ade zachowania energii
wyraza równanie

E~OI EpOI t Epo•t t Eobr + E.

gdzie~ E~ot - energia potencjalna rur~ na
poczatku ruchu, Epat energia. potcnr.jalna

rury podczas ruchu, Epost energia
kinetyczna ruchu postepowego rury.Eobr -
energia kinetyczna ruchu obrotowego rur)
Róznica energii potencjaJn)'ch jest równa
pracy sily F na drodl.c 't, gdzie x - droga
przebyta prZC7, (rodek mas)' rury od chwili
poczatkov.tj do danego momentu, czyli

E~ot-Epot = F x; energia kinetyczna ruchu
po,lepowego je.t równa pracy wypadkowej
sily F i sil)' tarcia T na drodze \"~

Epo,t = (F - T) x. Zalem

E ~ Fx (F· T)., Fobr Tx - Lobr
czyli C"lesc energii mechanic7nej, która wskutek
dzialania sily tarcia ulegla zamianie na energie
wewnetrzna, jest równa róznicy pracy sily
tarcia i energii kinetycznej ruchu obrotowego,

'ol nie jedynie pracy sily tarcia. Jaki senS
fizyczny ma uzyskany wynik., CzyE moze. byc
równe zeru? les)i tak, to w jakim przypadku '?

Jesli nie -- dlaczego~ (Wskazówka: wyrazic
Eobr przez pracei skorzystac 1 relacji miedz)

V i UJ W prLypadkach ruchu bel poslizgu
i ruchu z po':'lizgiem).

Zajmijmy sie teraz wylacznie grami nie dopuszczajacymi remisu (tzn. takimi,
dla których Wo = 0); pózniej pokazemy, ze przypadek ogólny latwo sprowadza
sie do powyzszego.
Bedziemy mówic, ze strategia (/ gracza I jest strategia zwycieska, jesli dla dowolnej
strategii 1: gracza II partia wyznaczona przez obie te strategie (oznaczmy ja przez
(/*1:) nalezy do W1• Podobnie 1:jest strategia zwycieska dla gracza II, jesli dla
dowolnej strategii (/ partia(/H nalezy do W2• Innymi slowy strategia zwycieska
zawsze podpowiada ruch, na który przeciwnik nie ma "dobrej" odpowiedzi,
i w konsekwencji gracz grajacy przy pomocy tej strategii musi wygrac. To
wlasnie nazywamy zapewnieniem sobie zwyciestwa. Gre nazywamy zdeterminowana
jesli którys z graczy ma strategie zwycieska. Pokazemy, ze gry skonczone sa
zdeterminowane. Nie sa takimi jednak wszystkie gry nieskonczone. Pytanie, jakie
gry nieskonczone sa zdeterminowane, stalo sie ostatnio bardzo modne w
w podstawach teorii mnogosci i doprowadzilo do wielu interesujacych wyników.
Zajmijmy sie teraz grami skonczonymi. Przede wszystkim pokazemy, ze w danej
grze skonczonej istnieje tylko skonczenie wiele mozliwych do rozegrania partii.
Fakt ten bynajmniej nie jest oczywisty - wydawac by sie moglo, ze choc nie
istnieje partia nieskonczona, to moga istniec dowolnie dlugie partie skonczone.
Okazuje sie, ze tak nie jest.
Oznaczmy w naszej grze przezP zbiór pozycji, w których gre mozna nadal
kontynuowac. Pokazemy najpierw, ze zbiórP jest skonczony. Dowód
przeprowadzimy przez sprowadzenie do niedorzecznosci. Gdyby zbiórP byl
nieskonczony, to znalazlby sie taki ruchal E A, te zbiór tych nalezacych doP
pozycji, które zaczynaja sie ruchemal' bylby tez nieskonczony. Wynika to z tego,
ze istnieje tylko skonczona liczba mozliwosci wykonania pierwszego ruchu
(stosujemy tu równiet nastepujaca zasade: jesli zbiór nieskonczony podzielimy
na skonczenie wiele czesci, to jedna z nich jest nieskonczona; zasade te juz
raz zastosowalismy powyzej, aby pokazac, ze kazda partia szachowa musi byc
skonczona). Nastepnie znajdujemya2 E A taki, ze istnieje wP nieskonczenie
wiele pozycji, które zaczynaja sie ruchamial i a2' W ten sposób postepuja dalej,
tworzac ciag nieskonczonyal' a2' ... , an, ••• , którego wszystkie poczatkowe
pozycje naleza doP, a wiec nie sa pozycjami koncowymi w naszej grze.
Skonstruowalismy wiec partie nieskonczenie dluga, co jednak wykluczaja przepisy
gry. Zbiór P jest zatem skonczony (oczywiscie, scisly dowód powinien byc
przeprowadzony przy zastosowaniu zasady indukcji matematycznej - Czytelnik
zechce to zrobic sam). Poniewaz katda pozycja w naszej grze powstaje z pewnej
pozycji nalezacej doP poprzez wykonanie tylko jednego ruchu, wiec istnieje tylko
skonczenie wiele wszystkich pozycji (przypominamy, ze dana pozycje mozna
przedluzyc tylko na skonczona liczbe sposobów).
Motemy jut teraz pokazac, ze kazda gra skonczona jest zdeterminowana. NiechN
bedzie liczba naturalna parzysta, wieksza od dlugosci kazdej partii naszej gry.
Oznaczmy przezA(al, •.. , on) zbiór ruchów mozliwych do wykonania w pozycji
al"" a;,.

Zapiszmy teraz, co to znaczy, ze gracz I ma strategie zwycieska:
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Jesli nie jest prawda, ze gracz I ma strategie zwycieska, to stosujac prawa de
Morgana otrzymamy·

1\ V 1\
a, e A(o) a. e A(a,) a3eA(al' a.)
A (at, ... ,ON) 1= W1]·
Jednakze sposród ciagów al'(a1>02), ... oraz (al' ... ,an) jeden musi byc
zakonczona partia, boN jest wieksze od dlugosci wszystkich partii. Zatem musi
on nalezec doW2 (bo nie nalezy doWl).
Stad mamy
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Ale to oznacza, ze gracz II ma strategie zwycieska. Pokazalismy wiec, ze istotnie
jeden z graczy ma strategie zwycieska, czyli ze nasza gra jest zdeterminowana.
Powrócmy teraz do gier dopuszczajacych remis. Niech wiecWo # 0.
Rozwazmy dwie pomocnicze gry: jedna, w której p<?lozymyW~ = Wo U Wl
i W; = W2, oraz druga, w którejW;' = Wl i W~'= Wo U W2• Obie te gry sa
zdeterminowane. Mozliwe sa zatem nastepujace przypadki:
l. Gracz I ma strategie zwycieska w obu pomocniczych grach. Wtedy istnieje
strategia pozwalajaca mu wygrac gre, która mamy rozwatac (mianowicie
strategia zwycieska w drugiej grze pomocniczej).



2. Gracz II ma strategie zwycieska w obu pomocniczych grach, ma zatem
strategie zwycieskaw rozwazanej grze.
3 Gracz I ma strategie zwycieskaw pierwszej grze pomocniczej, a gracz II
w drugiej. Wtedy te dwie strategie pozwalaja tym graczom zremisowac rozwazana
gre·
Przypadek ostatni, gdy gracz I ma strategie zwycieska w drugiej grze pomocniczej,
a gracz II w pierwszej, jest, jak latwo sie przekonac, niemozliwy. Kazda zatem gra
skonczona jest albo zdeterminowana z korzyscia dla któregos z graczy, albo jest
gra remisowa· Watpliwe jednak, czy kiedykolwiek bedziemy wiedzieli, do której
z tych grup naleza np. szachy, a w kazdym razie ani Fischer ani Karpow
nas o tym nie przekonaja.
Z punktu widzenia matematyki, gry skonczone nie sa ciekawe. Nastepnym razem
zajmiemy sie problemem gier nieskonczonych.

Metody Monte arlo (1 Dr Ryszard ZIELINSKI
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Zacznijmy od bardzo latwego zadania z rachunku prawdopodobienstwa.
Rzucamy trzema symetrycznymi monetami. Obliczyc prawdopodobienstwop tego, ze na kazdej
z trzech monet otrzymamy ten sam wynik. Zwykle takie zadania rozwiazuje sie w znany sposób.
Umawiamy sie mianowicie, ze monety zostaly ponumerowane, i okreslamy zbiór zdarzen
elementarnych jako zbiór wszystkich uporzadkowanych trójek(mi, ml, m3),gdzie mi oznacza
orla lub reszke na i-tej monecie. Z zalozenia o symetrycznosci monet kazde z tych zdarzen jest
jednakowo prawdopodobne. Wszystkich zdarzen jest osiem, zdarzen zas sprzyjajacych - dwaI
(zdarzenia: orzel-orzel-orzel i reszka-reszka-reszka), otrzymujemy wiecp = 4- .
A oto inny sposób rozwiazania naszego zadania. Podrzucamy do góry trzy symetryczne monety,
a gdy spadna, sprawdzamy, czy na wszystkich trzech mamy orla lub na wszystkich trzech reszke.
Jezeli tak, odnotowujemy wynik naszego doswiadczenia jako sukces i powtarzamy rzut.
Przypuscmy, ze wykonalismyn rzutów i zek razy zaobserwowalismy sukces. Za przyblizone

k

rozwiazanie zadania przyjmujemy stosunek -,;- .

Otrzymane w ten sposób oszacowanie rozwiazania bedziemy oznaczalip lub, gdy bedzie nam
zalezalo na podkresleniu, ze oszacowanie otrzymano na postawie11 doswiadczen - symbolemPN'

k
Mamy wiec w naszym przypadku fi= -- _Opisany sposób rozwiazywania zadania wyglada naII
pierwszy rzut oka nie bardzo powaznie i trudno jest wyobrazic sobie powazny egzamin maturalny,
podczas którego uczniowie podrzucaja do góry monety, albo powaznych i wielce uczonych
fizyków, którzy w ten sposób obliczaja rozmiary projektowanych reaktorów jadrowych. Nieco
zaskakujacy, ale prawdziwy jest fakt, ze tego rodzaju metody rachowania - zwane powszechnie
metodami Monte Carlo - wymyslono wlasnie dla fizyków, którzy w koncu drugiej wojny
swiatowej rozwiazywali nowe i trudne zadania z zakresu fizyki atomowej; a z powstaniem tych
metod zwiazane sa nazwiska tak wybitnych uczonych, jak John von Neumann i Stanislaw Ulam.
Wrócimy do tych spraw pózniej, a na razie spójrzmy na jeszcze jedno zadanie.
W XVIII wieku przyrodnik francuski G. L. Buffon rozwazal nastepujace zadanie. Poliniujmy
powierzchnie stolu równoleglymi prostymi tak, aby odleglosci miedzy kazdymi dwiema sasiednimi
prostymi byly równe L. Na ten stól bedziemy rzucali losowo ("na chybil-trafil") igle o dlugosci
I < L Nalezy obliczyc prawdopodobienstwo p zdarzenia polegajacego na tym, ze igla przetnie
któras z prostych narysowanych na stole.
Podobnie jak poprzednio rozwiazemy najpierw to zadanie dokladnie, korzystajac przy tym z
pojec prawdopodobienstwa geometrycznego (por. «Delta», 1975, 6).
Wprowadzmy nastepujace oznaczenia:x - odleglosc srodka igly od najblizszej prostej, <p- kat
ostry, jaki tworzy igla z prosta prostopadla do linii marysowanych na stole. Mamy wiec zawsze

L 7f; .

O ~ x ~ -2'oraz O ~ <p~ T (rys. I i 2). Rzucanie igly "losowo" na stól bedziemy rozumieli

w ten sposób, ze punkt(x, <p)ma rozklad jednostajny na prostokacie zakreskowanym na rys. 3.
Mówiac niezbyt dokladnie: fakt, ze igla moze z jednakowym prawdopodobienstwem upasc na

. kazdy punkt stolu i miec przy tym z jednakowym prawdopodobienstwem kazdy kierunek (to jest
wlasnie tresc intuicyjna powiedzenia, ze igla jest rzucana "losowo"), interpretujemy jako fakt,
ze punkt (x, <p)pojawia sie losowo, z jednakowym prawdopodobienstwem, w kazdym miejscu
okreslonego wyzej prostokata ..
Dillsze rozwiazanie jest juz latwe. Przeciecie igly z linia narysowana na stole nastepuje wtedy

/ /
j tylko wtedy, gdy x < f cos rp (rys. 2). Zbiór tych par(x, rp), dla których x < 2' cos rp,

zakreskowano na rys. 4. Zgodnie z zasadami rachowania prawdopodobienstw geometrycznych,
prawdopodobienstwo interesujacego nas zQarzenia jest równe stosunkowi pól figury
zakreskowanej na rys. 4 do pola calego prostokata i wynosi
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