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Rysie, króliki, wojownicze koty,
czyli o modelowaniu matematycznym procesów niefizycznych
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Rozwiazanie zadania M69.

Nalezy zastosowac twierdzenie: kat miedzy
styczna a cieciwa jest równy katowi
wpisanemu opartemu na luku zamknietym
ta cieciwa.
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Analogicznie (trójkaty OAM i OBK)
otrzymujemy

Fizycy czesto posluguja sie równaniami matematycznymi, przy pomocy których zapisuja tresc
praw fizycznych lub - skromniej - charakterystyki badanego procesu. Jezeli interesuje nas
dynamika, przebieg jakiegos procesu, to zapis matematyczny ma zazwyczaj postac równania
rózniczkowego lub ukladu takich równan. Rozwiazaniem konkretnego zagadnienia jest wówczas
wyznaczenie zaleznosci czasowych dla zmiennych wystepujacych w równaniach.
Rozwiazania ukladu równan moze sie podjac oczywiscie matematyk, ale sformulowanie rówilaD,
oparte o pewne znane lub zalozone zwiazki charakteryzujace dane zjawisko, oraz analiza
fizycznego sensu rozwiazania stanowia, z natury rzeczy, pole dzialania fizyka.
Przy opisie zachodzacych w przyrodzie realnych procesów stosujemy z reguly pewne
upraszczajace zalozenia, idealizacje, która stanowi warunek efektywnego sformulowania równan
i ich rozwiazania. Ocena dopuSzczalnosci stosowanych uproszczen jest istotnym elementem
pracy nad danym problemem. Ambitny program "maksymalistyczny", polegajacy na próbie
uwzglednienia wszystkich mozliwych efektów w badanych procesach, prowadzi nieuchronnie
do ukladów równan trudnych lub zgola niemozliwych do rozwiazania. Dlatego znajomosc
i ocena wzglednej roli (hierarchii) poszczególnych efektów jest podstawowym warunkiem
skutecznej analizy problemu. Te podstawowa czesc zagadnienia bierze "na swoja
odpowiedzialnosc" specjalista z danej dziedziny, w szczególnosci fizyk.
Fizycy przyzwyczaili sie do takich zagadnien, z którymi przeciez stykaja sie na codzien w swojej
pracy. Prosty problem ruchu oscylatora harmonicznego, reprezentowanego np. przez ruch kulki
zawieszonej na sprezynie,jest klasycznym przykladem takiego podejscia.
Prosty, przejrzysty zapis równania ruchu, oparty na prawie Hooke'a, jest wynikiem swiadomego
pomijania wielu efektów, np. tarcia, oporu osrodka, zjawisk elektromagnetycznych (ruch
przewodnika w polu magnetycznym Ziemi) itp.
Wobec takich nawyków i wprawy, jaka nabyli fizycy, nie powinien dziwic i naturalny Wydaje sie
fakt, ze np. w badaniu ukladów biologicznych czy socjologicznych z zawodowymi specjalistami
w tych dziedzinach czestp wspólpracuja fizycy. Dzieje sie tak w szczególnosci w obszernej
i intensywnie rozwijajacej sie dziedzinie matematycznego modelowania procesów.
Podamy ponizej dwa przyklady z dziedziny ekologii celem zilustrowania procedury
konstruowania modelu i jego analizy.

). Pierwszy przyklad - to klasyczne zagadnienie "ofiary i drapieznika", przy czym "ofiara"x
(np. trawozerny królik albo zywiaca sie planktonem ryba czy czerpiaca soki z ziemi roslina)
ma pod dostatkiem pozywienia. Gdyby nie istnialy "drapiezniki"y (np. miesozerny rys, zywiacy
sie mniejszymi rybami szczupak czy niszczace rosliny owady), wówczas gatunekx rozwijalby sie
pomyslnie i nieograniczenie. Kazde jednak spotkanie z przedstawicielem gatunkuy prowadzi
do zguby "ofiary" x.Gdyby nie istnialy ;,ofiary" x, to gatunek y musialby wymrzec z braku
pozywienia, i tylko spotkania z przedstawicielami gatunkux moga stanowic podstawe rozwoju
gatunku y, czerpiacego z tych spotkan pokarm.
Zadaniem naszym jest sformulowanie i analiza modelu matematycznego omawianych procesów.
Jezeli decydujemy sie na pominiecie wplywów zewnetrznych (istnienie i rola innych gatunków,
wplyw czynników atmosferycznych na ilosc zapasów pozywienia gatunkux, migracje gatunków
x i y (z - i na rozwazany teren), to zmiany liczebnoscix i y w czasie przedstawiaja równania:
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Rys. 1

y Pierwsze czlony po prawej stronie reprezentuja "przyrost naturalny" - dominacje narodzin
nad smiertelnoscia; w przypadku "drapieznika" gatunek ten, pozostawiony sam sobie, wyginie
z braku pozywienia - stad minus przy wspólczynnikub. Drugie czlony odpowiadaja skutkom
spotkan "drapiezników" i "ofiar", zgubnych dla "ofiary" (minus przy a.!) i korzystnych dla
"drapiezników" (plus przyP!).

Jakosciowa teoria równan rózniczkowych pozwala na podanie opisu ogólnych charakterystyk
dynamiki ukladu w oparciu o zwiazki (1), bez koniecznosci analitycznego rozwiazywania ukladu
(1). Nie wchodzac w szczególy takiego rozumowania zauwazmy tylko, ze wygodnie jest rozwazac
nasz problem na tzw. plaszczyznie fazowej(xy), gdzie kazdemu punktowi o wspólrzednychx i y
odpowiada okreslony stan ukladu, stan, w którym liczebnosci "ofiar" i "drapiezników" wynosza
odpowiednio x i y. Na plaszczyznie fazowej w rozwazanym przez nas zagadnieniu istnieja dwa
punkty osobliwe, w których dx/dt = O = dy/dt: (A) x = O, Y = O i (B) x = b/P, y = a/a..
Punkt (A) nie jest interesujacy (obydwa przedmioty naszego zainteresowania znikaja!), natomiast
punkt (B)jest punktem stacjonarnym, zwanym srodkiem. Widzimy ponadto, ze proste:x = b/P

(y dowolne, ale rózne oda/a.) i y = a/a. (x rózne odb/fJ) sa miejscem geometrycznym stanów,
w których zmienia sie tylko liczebnoscx i y - odpowiednio. Trajektoriami ukladu dynamicznego
o takich wlasciwosciach sa krzywe zamkniete, otaczajace punkt osobliwy, przypominajace swym
ksztaltem w poblizu punktu osobliwego elipsy, a coraz to bardziej zdeformowane w miare
oddalania sie od tego punktu. Takie zamkniete trajektorie, zwane cyklami, stanowia graficzny
obraz zachowania sie ukladu (w naszym przypadku - zmiennychx i y) w czasie. Latwo zauwazyc
(rys. 1), ze przy ustalonych wspólczynnikacha, b, a.,P liczebnosci kazdego z gatunków ulegaja
periodycznym zmianom, przy czym ekstrema dlax i y sa wzgledem siebie przesuniete w fazie.

Ciekawym potwierdzeniem tego wniosku sa dane pochodzace od traperów kanadyjskich,
dostarczajacych skórki królików i rysi do punktów skupu (rys. 2).
Analiza naszego ukladu, przedstawionego na plaszczyznie fazowej, pozwala na otrzymanie
innych, napozór paradoksalnych wniosków. Okazuje sie, ze w celu zwiekszenia liczebnosci
królików (przynajmniej w pewnych momentach czasu) mozna albo odstrzeliwac rysie, albo je ...
importowac z innych terenów (!), przy czym dzialalnosc pierwsza nalezy przeprowadzac w fazie
(1) - na "dole" trajektorii, zas dzialalnosc druga w fazie (2) - na "górze" trajektorii. Mozemy
tez - co na pierwszy rzut oka jest zupelnie nieoczekiwane - odstrzelic pewpa liczbe królików,
ale wówczas musimy to przeprowadzic koniecznie w fazie (3) - w lewym krancu trajektorii.
Kazda z wymienionych procedur prowadzi do przejscia ukladu na trajektorie dalsza od punktu
srodkowego, co z kolei daje wieksza amplitude zmian liczebnosci królików.

II. Omówimy teraz krótko zagadnienie dwóch gatunków wzajemnie antagonistycznych, tj. takich,
ze spotkanie przedstawicieli tych gatunków prowadzi do ich obopólnej zguby. Wyobrazmy sobie
np. dwa gatunki kotów o róznej barwie siersci, ale poza tym identycznych, przy czym tak
wojowniczych, ze gdy tylko przedstawiciele jednego i drugiego gatunku spotkaja sie, walcza
ze soba tak zajadle, iz obydwaj gina. Zakladamy ponadto, ze obydwa gatunki maja pod
dostatkiem pozywienia, o które nie musza walczyc.
Model matematyczny dla naszego problemu ma postac:
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Rys. J

Proponujemy Czytelnikowi podjecie próby samodzielnej analizy modelu i wykreslenie trajektorii
dla rozwazanego ukladu na plaszczyzriie fazowejxy oraz sprawdzenie, czy przebieg ich jest
jakosciowo zgodny z przedstawionym schematycznie na rys. 3. Zauwazmy, ze po dostatecznie
dlugim czasie wszystkie trajektorie oddalaja sie od poczatku ukladu wspólrzednych, przy czym
opisywany uklad dazy do jednego z dwóch stanów stacjonarnych trwalych:x -+ 00, y -+ O,

lub x -+ O, y -+ 00, czyli z biegiem czasu jeden gatunek musi nieuchronnie wyginac, a drugi
rozwija swa liczebnosc nieograniczenie. Innymi slowami niemozliwe jest na dlUzsza mete
wspólistnienie takich antagonistycznych gatunków!

Zauwazmy dalej, ze symetryczny stanx = a/a. = y jest nietrwaly - najmniejsza fluktuacja,
dajaca przewage jednemu ·z gatunków determinuje dalszy bieg wypadków i stopniowe dazenie
do odpowiedniego stanu trwalego (zanik jednego z gatunków i rozrost drugiego).
Ciekawe i warte podkreslenia jest powiazanie miedzy przypadkowym charakterem poczatkowej
fluktuacji a deterministycznym charakterem dalszego przebiegu trajektorii.
Opisany tu model, poza zartobliwym i niezbyt realnym przykladem z sytymi, ale wojowniczymi
kotami, pozwala na analize i opis pewnych zjawisk, zwiazanych z ewolucja biologiczna,
a mianowicie uniwersalnoscia kodu genetycznego, czy z problemem asymetrii optycznej,
obserwowanej w optycznie czynnych czasteczkach wchodzacych w sklad zywych organizmów.
We wspólczesnej biofizyce teoretycznej rozwazane sa liczne modele matematyczne, przy czym
udzial takiego "fizycznego sposobu myslenia" (w konstruowaniu modelu i jego analizie) ma
zasadnic,ze znaczenie.
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