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- Wlasciwie to ja bardziej lubie grac w siatkówke nit pic piwo, powiedzial
Staszek do kolegów rozpinajac ortalionowa wiatrówke i grzejac twarz w ostrych
promieniach marcowego slonca.
- Ba, katdy woli, - mruknal Kazik.
- No wlasnie, jest nas szesciu, Janek, Piotr I, Piotr II, Kazik, Bronek no i ja.
Gdybysmy mieli boisko do siatkówki, to bylaby z nas nawet niezla drutyna.
-Pewnie.
- Ale gdzie grac?
- Na podwórku u Piotra I jest kawalek ziemi, który by sie nadal na boisko. Ale
trzeba by nad nim popracowac, zrobic rózne rzeczy: splantowac teren, wykopac
doly pod slupy, zrobic te slupy, nawiezc ziemi, zrobic wal zeby byla trybuna-
dziewczynom tez sie cos nalety - no i zebrac butelki po wódce - jak je
sprzedamy to beda pieniadze na siatke i pilke.
- Chlopaki z Ogrodowej beda nam zazdroscic.
- Ale grac przyjda.
'- Pewnie, ale jak juz bedzie gotowe.
- No to mOze Janek, Piotr II i Bronek splantuja te ziemie - powiedzial
Staszek, - a ja z Piotrem I i Kazikiem wykopie doly.
- Kto zrobi slupy?
- Ja - krzyknal Bronek, - ale nie sam.
- No pewnie, - powjedzial Staszek, - pomozemy ci z Piotrem II.
- Do wozenia ziemi to ja sie nadam - dodal Piotr II, - mam stara, taczke
w piwnicy.
- I ja, i ja - krzykneli JanekiPiotr I.
- A ten wal to juz my ubijemy z Piotrem i Kazikiem - powiedzial Staszek.
- Przeciez juz razem kopiecie doly.
- A co, nie mozna?
- No, zostaja juz tylko te butelki, ale to proste - rzekl Janek - ja sam pochodze
kolo zsypów.
- Dobrze, mozemy pójsc razem - rzekl Bronek.
- Tylko, ze ktos powinien byc odpowiedzialny za kazda robote.
- I za rózne kto inny.
- No pewnie, niech sie chlopaki mecza - rzekl Piotr II.
- Ciebie tez nie minie.
- A co, wykrecam sie?
- Bardzo skomplikowana sprawa.
-Co?
- Nt>wybór tych odpowiedzialnych.
- E, tam - rzekl Bronek - ja zorganizuje równanie boiska.
- A ja zajme sie tymi dolami - powiedzial Piotr I.
- No to ja bede dogladac slupów - dodal Piotr II.
- Wiec ja musze sie wziac za taczki - rzekl Janek.
- Klops.
- Co klops.
-,Kto zajmie sie szklem?
- A rzeczywiscie, albo Janek zostawi taczki, albo Bronek równanie boiska.
- Wy tak na sile, a tu sposobem trzeba.
- Juz mam, - powiedzial Staszek i zaczal cos kreslic patykiem na piasku.
- To bedzie tak: Równanie zorganizuje Bronek, kopanie dolów ja sam, slupami
zajmie sie Piotr II, wozeniem ziemi Piotr I, Kazik walem, a szklem Janek. Dobrze?
- Pewnie - krzykneli chlopcy i pobiegli wypic ostatnie piwo przed zajeciem sie
czyms potytecznym.
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Symbot lAI oznacza ilosc elementów zbioruA.

v - Vo(I--~) =vo(t-n~).

Zaczynamy

od tego, ze ze zbioruXl wybieramy n i pare <Xl ,j: > nazywamy chwilowym selektorem dla
zbioru Xl' Pare te notujemy na specjalnej kartce noszacej tytul"Selektor chwilowy". Na kartce
tej bedzie do tego momentu stale wypisany ciag

<Xl, at>, <X2, a2), ... , <Xk, ak>.

(oczywiscie najpierw jednoelementowy) zwan)' selektorem chwilowym rodziny(Xl •...• Xk)
(tez najpierw jednoelementowej).

D
Sprawdzamy teraz, czyk jest równe n,

Jesli tak,
to na kartce "Selektor chwilowy" wycieramy slowo "chwilowy" i konczymy prace.
Jesli nie
czyli k < n. to mamy jedna z dwu sytuacji:
Albo
w zbiorze Xk+! jest liczba nie wystepujaca w zbiorze{ar. ... , ak} - patrz "Selektor chwilowy".
Wówczas selektor chwilowy przedluzamy dopisujac na koncu pare

(Xk+h b)

Napis na tej kartce nazwiemylista. a jej czesci pomiedzy kreskami -sektorami (bedzie ich
potem wiecej).

DO
Mamy wiec liste podzielona nasektory, powiedzmy Slo ...• S" Bierzemy teraz pierwsza z liczb
naszej listy, nad która nie ma kreski, niech bedzie toy (na poczatku wcale nie ma kresek. wiec
bierzemy po prostu pierwsza liczbe zlisty).

Klopot kolegów rozwiazany. ale zobaczmy. jak mozna go uogólnic. tak by stal sie interesujacym
problemem matematycznym.
A wiec mamy zbiór X (to nasi koledzy z podwórka) i ciag jego - niekoniecznie róznych-
podzbiorów Xt •...• X.(Xt to zbiór kolegów. którzy splantuja teren.Xz to zbiór zlozony z tych.
co zrobia slupy itd). Teraz kazdemu ze zbiorówXh ••••X. chcemy tak przyporzadkowac jego
element (to wlasnie odpowiedzialny za prace), który nazwiemyreprezentantem.by róznym
wyrazom ciagu przypisane byly rózne elementy (choc same wyrazy moga czasem sie powtarzac).
Jesli wiec mamy taki ciag~Xl' al >•... < X •• a.~. ze a, eX, oraz i #- j=>a, #- aJ to nazwiemy

go selektorem dla rodziny (Xr. ...• X.).
A wiec kiedy uporzadkowana rodzina(Xt, ...• X.> ma selektor? Bez trudu przekonujemy sie.
ze dla kazdej liczbyk <: n zlaczenie (suma teoriomnogosciowa) dowolnychk sposród zbiorów

naszej rodzinyX'l v ... V X'k (il < i2< ... < ik) musi zawierac co najmniejk elementów.
(Mamy bardzo prosta interpretacje na naszym przykladzie: Jesli wzielismy jakiekolwiek cztery
sposród naszych zbiorów. to ich zlaczenie zawierac musi co najmniej cztery osoby. mianowicie
odpowiedzialnych).
Znacznie mniej oczywista rzecza jest to. ze wskazany warunek konieczny jest tez i dostateczny.
Twierdzenie powyzsze nazywa sie twierdzeniem Halla.

Twierdzenie Hal/a: Na to. by uporzadkowana rodzina<Xl •...• X.> miala selektor. potrzeba
i wystarcza by dla kazdegok.;;;; n i dowolnego ciagu l<: il < ... < ik <: n:

k

IUX'j/>k.
j=1

Interesujacym, a mniej nieco znanym faktem jest to. ze mozna podac algorytm konstrukcji
selektora. Algorytm ten konstruuje selektor (o ile selektor istnieje). Opiszemy go ponizej. Bez
trudu mozemy zalozyc, ze nasz zbiórX sklada sie z liczb. Jesli liczy onmelementów, to mozemy
zalozyc. ze jest on po prostu zbiorem {l •...•m}.
Zatem wypisujac elementy zbiorówXr. ... ,X. po kolei mamy

I .k+l .k+1 I.11 .··.,lrk+l
"*

gdzie b jest naj mniejsza z liczb ze zbioru

Xk+l - {at, ...• ak}'

Zastepujemy tezk przez k+ l i wracamy do D.
Albo
Xk+! C {al' ... , ak}' Bierzemy wtedy nowa kartke. na której wypisujemy elementy zbioruXk+l
w pionowych kreskach, a pod spodem piszemy*.
Mamy wiec napis

Xl = Ut. ···.j!l}.

X. = {j~•...,j~.}.

c
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m'ojJl' Vo:

l" = "'o

Stad-

(2)

(t)
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Vf

gdzie v jest predkoscia od~alajacej sie
rakiety (v > O), a Vf predkoscia fazowa fali
elektromagnetycznej w srodowisku, w którym

nastepuje emisja(t1 "0 A, gdzie l jest

dlugo<kia fali w dan)"m srodowisku).

Oczywiscie tlf c. gdzie c jest predkoscian
fali elektromagnetycznej w prózni,

a 11 w:)pólczynnikiem zalamania srodowiska.

Poniewazv c( l.'f wzór (1) mozemy przepisat'
w po•.•taci:

Rozwiazanie przykladu 1 z zadania F17

Zachodzi nastepujacy zwiazek miedzy

czestoscia fali emitowanej "'o i czestoscia

obserwowana v:

lit

Czestosc wystepowania wzmocnien

w aparaturze odbiorczej oczywiscie odpowiada

róznicy ~Vo. Podstawiajac znane wartosci

lic.bowe do wzoru (2) otrzymamy dlan

warto~c t .
2

Czy wartosc wspólczynnika 11 mniejsza od
jednosci nie niepokoi Was, Czytelnicy?

Zaniepokojonych od'Yfamy do str. 13.

Rozwiazanie zadania M 80.

PrzypuSCmy, ze dla pewnych liczb

naturalnych Xlt Xl. Yl, Y2 zachodza zwiazki

Xl!+Yl! = X2!+Yl!,X. =s:;; YJ,Xl:S:;; Yl,
Xl < Xl. Wówczas zachodzi tet nierównosc

YI :.:> Xl. gdyt w przeciwnym przypadku

byloby Xl I+Yl t < X, !+x,! •• X, !+y,! co
przeczyloby równosci Xl!+ Yl ! = X, !+ Y.!
Poniewatjest Xl :E;,; Yl, Xl < Yl. wiec liczba

X1!+ Y1 !-Yi ! = Xl! dzieli sie przez Xl!, co
jest niemozliwe, gdyz Xl< Xl.

Przypuszczenie nasze jestwiec falszywe
a wiec nie istnieja liczby, które matna dwoma
sposobami prze4stawic w postacix! +y!

--
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Rozwiazanie zadania M 81.

Zalózmy, zek jest pierwiastkiem kazdego
z danych równan, a wiec ze zachodza równosci

ak'+bk+c = O.

ck'+bk+a = O.

Odejmujac je stronami otrzymujemy
(a-c)k'-(a-c) = O, co wobeca ~ c daje
k2 = I czyli k = + I.Podstawiajac te wartosc
k do któregos z równan otrzymujemya+b+
+c = Oczya+c = +bskad la+cl = Ibl.
Zalózmy teraz, ze ia+ ci= Ibl czyli a+c =
= +bskad a±b+c = O. Oznacza to, ze
jedna z liczbI i -I jest wspólnym
pierwiastkiem obydwu równan,

Gdy takiej liczby nie ma,
stwierdzamy: "Rodzina <Xl> ".,Xu) nie ma selektora" i konczymy prace.
W przeciwnym razie
piszemy nady kreske i znów mamy do czynienia z jedna z dwóch sytuacji:
Albo

y nalezy do {al> ... , au} - patrz "Selektor chwilowy". Wtedy y jest reprezentantem któregos ze
zbiorów Xl> ... ,Xk (i tylko jednego). Niech zbiorem tym bedzieXu. Wówczas powiekszamy liste
o nowy sektor, pod którym piszemyy (tak, jak pod pierwszym napisalismy*). Nowy sektor
tworza liczby które naleza doX. i nie naleza do zadnego z wypisanych juzsektorów, a wiec
elementy zbioru

X.-(Sl V ... V S,).

Gdy Xu C SI V ... V S, dopisany sektor bedzie wygladal tak
I I--

Y
Zamiast t bierzemy terazt+ l (tyle mamy sektorów) i wracamy do D D
Albo

y nie nalezy do {al, ... ,ak}'

000
y jest na !iscie w jakims i tylko jednym sektorze, pod którym, co wiecej, jest cos napisane,
powiedzmy m.

Teraz w"Selektorze chwilowym"

gdym = *
dopisujemy na koncu<Xk+l> y), bierzemy jako k liczbe k+ l (tak dlugi mamy juz selektor),
wyrzucamy kartke zlista i wracamy do D;
gdym -# *
dla pewnego i <: kjest m = al. Wówczas zamieniamy napis<XI, al) na napis <XI, y), bierzemy
jako y liczbe m i wracamy doD D D.

Teraz trzeba juz tylko uzasadnic, ze nasz program wydrukuje selektor dla rodziny<Xl, ... ,Xu)

(o ile istnieje, a wiec jesli warunek Rallajest spelniony). Przypuscmy przeciwnie: nie udalo

nam sie utworzyc selektora. Stanie sie tak wtedy gdy bylismy w punkcieD D, ale nad
wszystkimi elementami listy byly kreski. Zatem na wypisanej liscie pojawily sie wylacznie
elementy ze zbioru {al, ,ak} (dlaczego ?), choc moze nie wszystkie. Powiedzmy - w liscie

naszej wypisalismya/I' , a/w' Kazdy z nich jest reprezentantem któregos sposród zbiorów
Xb ••" Xk, mianowicie a/I reprezentuje XII' a/w reprezentuje X/w' Ale jesli a/ wystepuje w liscie.
to caleX/ zostanie wypisane w liscie. Istotnie, to co nie zostalo wypisane do sektora pod którym
jest wypisana ah zostanie wypisane w tym sektorze. A wi~c w naszej liscie wypisalismyw+ l

zbiorów: XkHa potem X/I' ... , X/w' Jednakowoz ich suma liczyw elementów przeczac
warunkowi Ralla.

A wiec wykazalismy skutecznosc naszego algorytmu.

Zycze wesolego sprawdzania!

Dociekliwy Czytelnik «Delty» spyta, czy twierdzenie RaBa ma i inne zastosowanie - oprócz
wspomnianego wyzej, Otóz nie ma co ukrywac, ma. Zarówno w technice, na przyklad
w nowoczesnych centralach telefonicznych (tak, tak), oraz oczywiscie do róznych problemów
matematycznych, zawsze tam, gdzie zachodzi potrzeba wyboru bez powtórzen, sortowania etc.
Do twierdzenia Ralla redukuje sie wiele problemów - szczególnie w teorii grafów, a nikogo
chyba nie trzeba przekonywac, ze ta teoria ma zastosowania w technice (szczególnie w elektronice),

Ale udowodnilismy po drodze istotne wzmocnienie twierdzenia Ralla:

Jesli <Xb ..•,X.) jest rodzina spelniajaca warunek RaBa,k <: n i «Xb al), ...,<Xt, ak» jest
selektorem dla rodziny<Xl, ... , Xk), to istnieje taki selektor
«Xh bl), , .. , <Xu, bu» dla rodziny <Xto , •• , X.), ze {ah , .. , ak} C {bh "" bu}.

A wiec jesli mamy wybranych odpowiedzialnych za pierwszychk zadan, to mozemy tak wybrac
odpowiedzialnych za wszystkie zadania, ze obrani do tej pory beda odpowiedzialnymi (choc
moze za inne zadania).

A dowód tego wzmocnienia? Po prostu podlaczarny do naszego programu selektor«Xb al),
, .. , <Xk, ak» i startujemy z punktu D. No, ale to juz inna sprawa .
Zauwazmy wreszcie, ze Staszek - prawdopodobnie - znal nasz algorytm. Jesli bowiem
zastosujecie nasz program do rodziny:
<{l, 3, 5}, {2, 4, 6}, {3, 5, 6}, {I, 2, 3}, {2, 4, 6}, {l, 5}) to otrzymacie selektor
«{1, 3, 5}, 5), <{2, 4, 6}, 6), <(3, 5, 6},) (3, {l, 2,3}, 2), <{2, 4, 6}, 4), <{l, 5}, l».
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