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Informacje ogólne. Skonstruowany przez inzynierów ZTS
Instrukcja obslugi Uniwersalny domowy Integrator Beztanzystorowy inaczej

zwany Planimetrem UDBT l jest prosta w obsludze
maszyna analogowa sluzaca do pomiaru pól figur plaskich
ograniczonych krzywymi zamknietymi. Pamietajac o tym,

b

ze ~f(x)dx jest polem figury zawartej miedzy osiax-ów
a

a wykresem funkcjif(x) (por. rys. l) mozemy
uzywac planimetru do numerycznego obliczania calek
(tzn. do calkowania). Ze wzgledu na swa wyjatkowo
przystepna cene Planimetr UDBT l jest w zasadzie
dostepny dla kazdego. ,

Budowa Planimetru UDBT1. Planimetr UDBT l sklada sie z dwóch ramion o dlugoscir polaczonych przegubemP
oraz biegunaB i kólka liczacegoKL umocowanego prostopadle do ramienia (rys. 2). Kólko liczace moze obracac sie
swobodnie dokola swojej osi.
Poslugiwaniesie Planimetrem UDBT 1. Aby zmierzyc pole figury ~ ograniczonej krzywa!l' wbijamy biegun B
w dowolnym miejscu, tak jednak, by cala figura ~ znalazla sie w zasiegu ramion planimetru, oraz umieszczam)(
kólko liczace w dowolnym punkcie krzywej!l' (rys. 3). Nastepnie nie zmieniajac polozenia biegunaB, suwamy
kólkiem wzdluz krzywej!l' w kierunku zgodnym z ruchem wskazówek zegara, tak by po przejsciu calej krzywej!l'
wrócic do punktu wyjscia.
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Rys 2: PlanimetrUDar I; ,-ramiona, P - przegub,B - biegun,KL _ kólko liczace

Odczytywanie wskazan kólka liczacego. W trakcie suwania kólka liczacego wzdluz
krzywej, obraca sie ono raz w jedna raz w druga strone. Obroty kólka w kierunku
zgodnym z ruchem wskazówek zegara nalezy liczyc ze znakiem plus, a obroty
w strone przeciwna - ze znakiem minus (rys. 4). Odczytanie wskazan kólka
liczacego polega na obliczeniu wielkosci

+
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Rys. 4

W= 0+-0_,
gdzie 0+ jest iloscia obrotów kólka w kierunku zgodnym z ruchem wskazówek
zegara (tzn. dodatnim), a O_jest iloscia obrotów w kierunku przeciwnym (tzn.
ujemnym). W praktyce najlatwiej jest liczyc o ile wiecej bylo obrotów w kierunku
dodatnim niz w kierunku ujemnym.
Uwaga. Wielkosc W jest zawsze dodatnia!
Dokonywanie pomiarów pól. Pole figury ~ obliczamy ze wzoru planimetru:

Pole ~ = W' r' d,

gdzie r jest dlugoscia ramienia planimetru, ad jest obwodem kólka liczacego.

Przyklad. Podczas pomiaru pola pewnej figury .F planimetrem o ramieniulS cm i obwodzie kólka liczacego 3 cm, kólko liczace

b "I ' " k' k . 2 b . 1 k' k d d' k' l k' k .o roCIo Sie najpierw w lerun u Ujemnym o 2 - o rotu, nastepme o 4 - w lerun u o atmm, a na oncu o - w lerWl u Ujemnym.
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Rys. S

Rys. 6

Po przeczytaniu powyzszej Instrukcji Obslugi, Czytelnik moze zaczac podejrzewac
tu jakies oszustwo. Od biedy mozna sie zgodzic, ze mozliwy jest przyrzad mierzacy
pole dowolnych figur plaskich. Stanislaw Lem nazwalby taki przyrzad
Uniwersalnym Integratorem. Ale zeby byl on (przyrzad, nie Lem) tak zupelnie
pozbawiony tranzystorów? .
Taki Uniwersalny Integrator istnieje jednakze naprawde i nazywa sie planimetrem.
Co wiecej, kazdy moze stac sie posiadaczem planimetru, znana od wielu pokolen
metoda Zrób To Sam. W tym celu wystarczy zaopatrzyc sie w dwie cienkie
listewki równej dlugosci, dwa male gwozdziki, kólko obracajace sie swobodnie
na osce, oraz kawalek nitki, a nastepnie zlozyc to wszystko razem tak jak to
pokazano na rysunku 5. Aby ulatwic sobie odczytywanie ulamków obrotów kólka
liczacego mozna podzielic obwód kólka kolorowymi flamastrami na kilka (np. 8)
równych sektorów. Przyjemnych pomiarów.

Uwaga. W handlu dostepne sa planimetry typu profesjonalnego (drogie) o duzym
stopniu precyzji pomiaru i nieco innej konstrukcji. Zdjecie takiego profesjonalnego
planimetru mozna obejrzec na okladce.
Dla tych wszystkich, którym nie wystarcza swiadomosc istnienia planimetru
i chcieliby jeszcze zrozumiec jak on dziala, zamieszczamy

TEORIE PLANIMETRU

Dzialanie planimetru oparte jest nazasadzie "slizgajacego sie kólka".Zasada ta
stwierdza, ze jezeli kólko bedziemy posuwac wzdluz krzywejfi' o dlugosci l, tak
by kat pomiedzy plaszczyzna kólka a krzywafi' byl stale równy q; (rys. 6), to
kólko obróci sie tak jak by bylo toczone po drodze

D = lcosq;.

W dalszym ciagu bedziemy mówili, ze:
- kólko obrócilo sie oa (a > O), jezeli obrócilo sie w kierunku dodatnim tak,
jakby bylo toczone po drodze dlugoscia,
- kólko obrócilo sie o -a, jezeli obrócilo sie w kierunku ujemnym tak, jakby
bylo toczone po drodze o dlugoscia.

Rys. 7

Jezeli terazff' jest kolem o promieniuR i srodku D i jezeli biegun planimetru
umiescimy w punkcieD (rys. 7), to latwo mozna zauwazyc, ze kat q;miedzy
plaszczyzna kólka a okregiem bedzie równy {:DAB (twierdzenie o ramionach
kata przecietych prostopadlymi), a zatem

R
2 R

cosq; = -,: = li'
W zwiazku z tym, zgodnie z zasada "slizgajacego sie kólka", jezeli bedziemy suwac
kólkiem liczacym planimetru wzdluz okregu tak, by wrócic do punktu wyjscia,
to kólko obróci sie o

R nR2
W= 2nR'cosq; = 2nR'-2 = --,r r

czyli o pole kola podzielone przez dlugosc ramienia planimetru.
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Wniosek. Jezeli w takiej sytuacji bedziemy suwac kólkiem liczacym wzdluz
pewnego lukuCD tego okregu (rys. 8), to kólko obróci sie o pole wycinka
kolowego COD podzielone przezr.
Jezeli mamy do czynienia z wycinkiem pierscienia kolowegoABCD (rys. 9),
to z Wniosku wynika, ze kólko suwajac sie odA do B obróci sie oSI fr, gdzieSI

D

Rys. 9

B

Rys. 10

Rys. II

jest polem wycinka kolowegoAOB. Nastepnie kólko suwajac sie odB do C obróci
sie o pewna wielkoscx, a dalej, na drodze od C doD, o -S2fr (bedzie sie ono
obracalo w strone ujemna), gdzieS2 jest polem wycinkaCOD. W koncu na drodze
od D do A kólko obróci sie dokladnie o tyle samo, co na drodze odB do C, tyle,
ze w przeciwna strone, tzn. obróci sieo-x. W sumie kólko obróci sie o

SI S2 SI-S2W= - +x- - -x = ----
r r r

czyli obróci sie o pole wycinkaABCD podzielone przezr. Rozwazmy teraz figure
fF bedaca suma dwu wycinków pierscieni kolowych o wspólnym srodkuO
(rys. 10). Jezeli bedziemy suwac kólko planimetru kolejno wzdluz brzegu jednego
wycinka pierscienia, a nastepnie wzdluz brzegu drugiego wycinka, to na mocy

.poprzedniego wz.oru obróci sie ono o

W = pole pierwszego wycinka+ pole drugiego wycinka = pole fF .
. r r r

Z drugiej strony, latwo mozna zauwazyc, ze w tym wypadku kólko obróci sie
dokladnie o tyle samo, co w przypadku, gdyby bylo suwane po drodze
ABEFGHCDA (czyli po obwodzie figuryfF), oraz dodatkowo od C doE i od
E do C. Poniewaz odE do C kólko obróci sie dokladnie o tyle samo, co od C
do E, tyle, ze w przeciwna strone, otrzymujemy, ze kólko suwane po obwodzie
figury fF obróci sie oW. Na mocy poprzedniego wzoru

W = polefF .
r

Rozumowanie to mozna uogólnic na figury bedace suma dowolnej skonczonej
ilosci takich wycinków pierscieni kolowych o wspólnym srodku. Otrzymamy wtedy
Twierdzenie.Jezeli fF jest suma skonczonej ilosci wycinków pierscieni kolowych
o srodku O i jezeli biegun planimetru jest umieszczonyw punkcie O, to kólko
liczace planimetru suwane wzdluz obwodu figuryfF obróci sie o

pole fF
W = dlugosc ramienia planimetru'

Poniewaz kazda figure ograniczona krzywa zamknieta mozna "przyblizyc" suma
takich koncentrycznych wycinków pierscieni kolowych (rys. 11), wiec, dokonujac
tzw. przejscia granicznego, mozemy wywnioskowac nastepujaca zasade pozwalajaca
mierzyc planimetrem pola dowolnych figur plaskich:
Zasada planimetru. JezelifF jest figura plaska ograniczona krzywa zamknietafi'
ijezeli biegun planimetru umiescimy w dowolnym punkcie plaszczyzny, to kólko
liczace planimetru suwane wzdluz krzywejfi' tak, jak to opisano w instrukcji
"Poslugiwanie sie planimetrem" obróci sie tak (por. "Odczytywanie wskazan
kólka liczacego"), jakby bylo toczone po drodze równej polu figuryfF
podzielonemu przez dlugosc ramienia planimetru.

Z Zasady Planimetru, przyjmujac, ze obwód kólka liczacego wynosid, a dlugosc
ramienia r, otrzymujemy Wzór Planimetru, o którym byla mowa w Instrukcji
Obslugi:

Pole fF = liczba obrotów kólka liczacego'r' d.
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