
Esej o dodawaniu

Tadeusz B. IWINSKI, matematyk
Kazdy z Czytelników umie dodac dwie liczby rzeczywiste. Wynikiem jest równiez liczba
rzeczywista. Stad, poslugujac sie metoda indukcji, wnioskujemy, ze mozemy dodac dowolna
ich ilosc. Przy tym dodawanie liczb rzeczywistych jest laczne i przemienne.
Nikt w to nie watpi? No to sprawdzimy:
Obliczmy sume nieskonczenie wielu jedynek i minus jedynek dodawanych na przemian:
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(.) 1-1+1-1+1-1... = (-I)°+(-I)I+(-W+(-W ... = L (-I)".,,= 1
Jesli obliczac bedziemy kolejno sumy czesciowe zlozone z dwu, trzech, ... skladników:

... ««(1-1)+1)-1)+1)-1)+ ....
to bedziemy dostawac na przemian zero i minus jeden, co gorsza - w nieskonczonosc. Taki

system dodawania nie prowadzi do niczego sensownego: suma nie istnieje.

Spróbujmy inaczej: Polaczmy dodawane liczby w pary i dodawajmy sumy tych par:

(I-I)+(I-I)+(1-I)+ ... = 0+0+0+ .., = O.
A wiec suma jest zero? Sprawdzamy:

1+(-1+1)+(-1+1)+ ... = 1+0+0+ ... = I.
Z lacznoscia niezbyt dobrze. Moze lepiej z przemiennoscia?

1+1-1+1-1+ ... = (-1)°+(-1)1+(-1)2+(-1)3+
= (_1)°+(_1)2+(_1)4+(_1)1+(_1)6+ ... +(-1)2~-I+(_1)2"+4+, = ...

(przestawilismy kilka pierwszych skladników, ale zadnego nie zgubilismy, prawda?)

... = (1+I)+(I-I)+(I-I)+(1-I)+ ... = 2+0+0+ ... = 2.
Najlepiej umówic sie, ze takie dodawanie nie ma sensu: klopot z glowy. Ale przeciez

"o~ie zadania (l'31.

Ilozwatmy element drutu o dlua:osci clx
i przekroju poPfZlOCZllymS (patrz f)'SUJld<
ponit.ej). Element ten znajduje sie pod
napieciem, o, wynikajacym z sily cietk:olci
czesci drutu znajdujl\CCisie pod nim. WartoSC
nap~ia o wynosi: o= p(l-xll:, edzie p jest
leUosc:i" malenalu, z którcco zostal
wykonany drut.
Zcodnic z prawem Hookc'a element dx ulcenie
dcl'ormac:ji(wydlut.cniu) o odcinek cis

o=E~
clx '

Idzie E jest modulem Younea malenalu,
z którcco wykonany jest drut. Calkowil'l
dcl'ormac:jedrutu obliczymy sumuj"c
przyczynki od poszc:zccólnych elementów:

I I

• = ~ cis= ~ : dx = ': ~ (I-x)clx _
O O

paJ'

=lE'
Jednoczesnie wiadomo, te predkosc
rozchodzenia sie odksztalccn spret.ystych
w drucie wyraza sie wzorem:

,,> - E/p.

Sl'ld Oltatecznic:

00

"" (-1)"+1 =~_~+~_~+ ...=~ 2" 2 4 8 16 1-n=1

W to tez nikt nie watpi, mamy tu przeciez do czynienia z suma nieskonczonego ciagu
geometrycznego. Mozna pokazac, ze jakkolwiek bysmy przestawiali i laczyli w grupy skladniki
tej sumy nieskonczonej, to wynik zawsze bediie ten sam - nawet, gdyby dodac najpierw wszystkie
skladniki dodatnie, a potem wszystkie ujemne. (Spróbujcie to zrobic dla(.)!):

I l

H·++ +~2 + ...) - (~ + ~ + ;4' + ... ) = 1-\ - 1_4 1 = : - ~ = ~
4 4

Na czym polega wiec róznica miedzy sumami (.) i (•• )?
Moze na tym, ze w (•• ) kolejne wyrazy tworza ciag zbiezny do zera, a w (.) - nie? Zobaczmy:

00I~= 1+ .~. + ~ ++ + ...."=1
-Tu skladniki tworza ciag zbiezny do zera. Pogrupujmy:

00

"" ~ = (1+ ~_) + (~ + _1_) + (.~ + ~ + .1. + _1_)+ ... + (_1_ ... + _1_) +L n 21 3 22 5 6 7 23 2"+ l 2"+1
n= l l
W k-tym nawiasie mamy2"+1-2" = 2"skladników, z których kazdy jest nie mniejszy niz-,,-,2 +1l I
zatem suma wk-tym nawiasie jest nie mniejsza od 2'" -,,-- = _.2 +1 2

I 1 1
-+---+
234(....)

Wobec tego

00

II l 1.1 l
- ~ - + - + -. + ... > n' - (dla n = 1,2, ... )
n 2 2 2 2

"=1

i nie ma takiej liczby rzeczywistej, która by spelniala te nierównosc. A wiec: zbieznosc ciagu

skladników do zera nie ratuje naszego dodawania. Nie o to, a w kazdym razie nie tylko o to tu
chodzi. Szukajmy dalej:

dx
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RozwillZ"nie zadania M 9••

Z oczywistej nierównosci -4- [(a-b)' +

+(b-cP+(C-ap] •• O wynika (po

podniesieniu do kwadratu) nierównosc

(.) a'+b'+c' •• ab+bc+ca.
Podnoszac do kwadratu obie strony równosci
I = a+b+c otrzymujemy wobec (.)
1= a'+b'+c'+2 (ab+bc+ca) ••
•• 3(ab+bc+ca).skad natychmiast wynika
Zlldana nierównosc.

Ta suma jest bardzo podobna do (•• ) - moZe ma wszystkie potrzebne wlasnosci? Oznaczmy:
II

S.= ~ (_l)Je+l ~ 1-' 2.. + ... + (_1)11+1~ k 2 n
Je= l .

(liczbe s. nazywamy n-ta suma czesciowa sumy (••••».
Mamy:

S2t = (1- 2..) + (2.. _ 2..) + ... + (_1 __ 1 )'2 3 4' 2k-l 2k

(mozemy laczyc w pary, bos.jest suma skonczonej il~~i skladników), wobec czego

O < Sn < S2(t+l), (k = 1,2, ... ),

, (1 1)bo S2(t+ l) rózni sie odSn o dodatni skladnik --- - .--- . A wiec ciag liczbowy(su) jest" 2k+l 2k+2

rosnacy. Ponadto

~

S2t = 1+ (_ 2.. + .~.) +.(_ 2.. + ~)+ ... + ( __ 1_ + _,1_)' + (_,_l ).2 3 4 5 2k-2 2k-l 2k
, ,

Wszystkie skladniki w nawiasach sa ujemne, zatem
sit -< l' (k = 1,2, ...),

co oznacza, ze ciag (S2t) jest ogranicionyz góry. Poniewaz kazdy ciag rosnacy i ograniczony
z góry jest zbiezny, to istnieje taka liczbas,ze

--

S2t -+ s.
k

Stad i z faktu, ze skladniki tWorza ciag zbiezny do zera, wynika, ze równiez ciag nieparzystych sum
czescio,wych(Sn-l) jest zbiezny dos:

( r) l'S2t-1 = S2t-- 2k = S21+2k~s+O = s,

i wobec tego caly ciag sum czesciowych jest zbiezny do tej granicy:

Sn--S.
II

Latwo stad widac, ze jakakolwiek przyjelibysmy zasade laczenia skladników w grupy (bez
przestawiania), to otrzymywane sumy czesciowe beda dazyly dos (bo beda tworzyly podciag
ciagu (s.».Mozemy wiec uznac, ze suma (•••• ) istnieje:

00

~ (_1)11+1 = s.Ln
,,= l

Dowodzi sie, zes =.In2 ~ 0,6931471806, ale to juz zupelnie inna historia.
A co z przemiennoscia? Zobaczmy. Przyjmiemy nastepujaca zasade dodawania. Pierwszym
skladnikiem jest 1. Nastepnie dodajemy grupe 2Je-l nie wykorzystanych wyrazów dodatnich

i naj wczesniejszy aie wykorzystany wyraz ujemny, potem 2Jewyrazów dodatnich i kolejny wyraz
Ujemny - i tak dalej (k = 1,2, ... ). Oczywiscie w ten sposób wyczerpiemy wszystkie skladniki
naszej sumy (kto nie wierzy, niech przeczytaPonure skutki nieznajomosciteoriimnogosci,
"Delta" 12/1975).
Otrzymamy

d 'kó Je 1 l 1 1skla n,l w w naWiaSIe Jest me mmeJsza od 2 -1 . -Je -- - - = - - -,2 +1 2k 4 2k

skad wynika, ze dlak ~ 3 wyrazenie wk·tym nawiasie jest nie mniejsze od 1/12. Zatem, gdyby
dodawanie' (•••• ) bylo przemienne, to otrzymalibysmy

00

~ (_1)11+1. = 1+ (2.._ 2..) + (~+ ~_ 2..) +' ...+ (_1_ + ... + _1 2..)+ ...~ n 3 2 5 7 4 2Je+l 2Je+1-l 2k •
"=1

1 .
Kazdy skladnik dodatni k-tego nawiasu jest nie mniejszy niz -Je - , a jest ich 2t-1. Zatem suma2 +1

... >
00

s = ~(-l)Je+1~ ~
,,= l 1+ (2.. _ 2..) + (~. + 2.. _ 2..) + _1_ + _1_ + _1_ +3 2 5 7, 4 12 12 12

1 1 l 1
> -' + - + - + ... > 71-

12 12 12 12

dla kazdego n natur~.Inego, co znów jest wynikiem malo, sensownym: (•••• ) jest przykladem
dodawania lacznego co prawda, ale calkiem nie przemiennego. Co z tego wszystkiego wynika
lub co wyniknac powinno?

skad z= ..!... (a+c-b-d).2

Prostokat KLMN jest wi~ kwadratem,
0.01. równe jest wiec sumie promieni
okregów, które sa wobce lego styczne
(zewnetrznie).

Rozwiazanie zadania M 96.

Wprowadzmy oznaczenia jak na rysunku.

M b'x

Czworokat KLMN jest oczywiscie
prostokatem.
Mamy
a = x+y+z, c = b+d-x-y+z .
Dodajac stronami te równosci otrzymujemy
a+c = b+d+2z,

A' '--.r-', ----,-' y • B

10



Zadania: l. Wykazac, zejesli (o.) jest ciagiem nierosnacym zbieznym do zera, to sumie
nieskonczonej

00

L (_1)n+1 ·0.=01-:-a1+03-a4+ ...
n= l

mozna zawsze przypisac wartosc liczbowa (jest to tw. Leibniza; dowód jest prostym uogólnieniem
rozwazan dotyczacych (••••».
2. Udowodnic, ze suma

00

~ nInL..J sin -x-- ,
n= l

gdzie x oznacza numer roku urodzenia Czytelnika, jest dobrze okreslona i nie zalezy od laczenia
iprzestawiania skladników.

Nagroda Nobla z fizyki
1975 f.

Aage Boh,

Pro! dr Adam SOBICZEWSKI

lIeo MoUdson

James Jl.aiJlwatcf

W 1975 r. nagroda Nobla z fizyki zostala przyzl).ana trzem fizykom jadrowym-
dwóm Dunczykom: A. Bohrowi i B. Mottelsonowi oraz Amerykaninowi
J. Rainwaterowi. Otrzymali oni ja za prace z teorii struktury jadra atomowego.
Aage Bohr jest synem Nielsa Bohra, twórcy teorii budowy atomu. Urodzil sie
w Kopenhadze w 1922 roku, tj. w tym samym roku, w którym jego ojciec otrzymal
nagrode Nobla za prace nad teoria atomu. Ukonczyl Uniwersytet Kopenhaski
i od 1946 r. pracuje w Instytucie Fizyki Teoretycznej tego Uniwersytetu. Instytut
ten zalozony zostal w 1921 r. przez Nielsa Bohra i po jego smierci przemianowany
zostal na Instytut Nielsa Bohra. Aage Bohr jest czlonkiem Dunskiej Akademii
Nauk, Norweskiej Akademii Nauk oraz Amerykanskiej Akademii Sztuki i Nauk.
Ben Mottelson urodzil sie w,1926 r. w Stanach Zjednoczonych. Tam tez ukonczyl
studia wyzsze. W roku 1951 przeniósl sie do Kopenhagi, gdzie pracuje dotychczas.
Przyjal obywatelstwo dunskie. Wspólpracuje bardzo blisko z Aage Bohrem.
James Rainwater urodzil sie w 1917 r. w Stanach Zjednoczonych, gdzie takze
ukonczyl studia wyzsze. Jest'profesorem w Uniwersytecie Columbia w Nowym
Jorku.
Spróbujmy przyjrzec sie tym sposród osiagniec naukowych wymienionych trzech
fizyków, które staly sie najbardziej znane i cenione i za które w rezultacie
otrzymali nagrode Nobla_Cykl tych osiagniec rozpoczal sie ok. 1950 r. W tym
czasie istnialy dwa podstawowe wyobrazenia o strukturze, czy, jak mówimy, dwa
podstawowe modele struktury jadra. Jeden - ugruntowany juz dawno - to model
kroplowy, przedstawiajacy jadro jako krople niescisliwej, naladowanej elektrycznie
(obecnosc protonów w jadrze) cieczy. Drugi - bardzo wówczas nowy - to model
powlokowy, opracowany w latach 1948- 50 przez Marie Goeppert~Mayer i Hansa
Jensena (za co otrzymali oni nagrode Nobla w 1963 r.). Model kroplowy jest
modelem nukleonów silnie skorelowanych. Najmniejsza zmiana w polozeniu
czy predkosci (lub.lepiej - zmiana stanu) jednego nukleonu jest silnie odczuwana
przez pozostale nukleonY.,Model powlokowy jest zas modelem nukleonów
nieskorelowanych. Wedlug modelu tego kazdy nukleon porusza sie w potencjale
wytworzonym przez pozostale, oddzialujace na niego nukleony. Przyjmuje sie,
ze zmiana stanu jednego nukleonu nie wplywa na ten potencjal (potencjal
jadrowy), a wiec i na ruch pozostalych nukleonów. W tym sensie nukleony
poruszaja sie niezale~nie. Model powlokowy wydaje sie zatem przeciwstawny
do modelU:kroplowe-go i dlatego, jako mlodszy, przyjmowany byl przez fizyków
z duzymi oporami.
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