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Jednym z podstawowych wzorów trygonometrycznych jesttwierdzenie kosinusówpodajace
zaleznosc mied2.Ybokami trójkata a jednym z jego katów:

c' = a'+h'-2abcosC.

Na formule te mozna patrzec jako na uogólnienie twierdzenia Pitagorasa (do którego
sprowadza sie, gdy kat C jest prosty. czyli cosC= O).

Dla blizszego zbadania geometrycznego i algebraicznego sensu twierdzenia kosinusów
uzyteczny jest zapis wektorowy, w którym boki trójkata beda reprezentowane przez wektory a,b
a-b.
Oznaczajac jak zwykle przez lal dlugosc wektora a otrzymamy wzór:

la-b!' = lal'+lbl'-2Iallblcos 1: (a. b).

Nazwijmy wyrazenie lal Ibl cos 1: (a, b)iloczynem skalarnym wektorówa i b, oznaczmy je
w skrócie symbolem (a. b) i zbadajmy pewne szczególne wlasnosci tej funkcji.
Latwo sprawdzic. kladac we wzorze kosinusów a= b. zear/A4Vb

c

o=lal

b=/bl

c =Ia -bl (O)

co pozwala przepisac ten wzór w postaci

(a, a) = lal2,

(kreska jest symbolem sprzezenia liczby
zespolonej). '

Mozna rozwazac sytuacje jeszcze ogólniejsze,
w których wektory mnozy sie: przez liczby
zespolone (por. artykul J. Kijowskiego).
Warunek (2) zastepuje sie wtedy warunkiem

(2') (x. y) = (y, x)

(a-b, a-b) = (a. a)+(b, b)-2(a. b).

~ to zaczyna przypominac wzór na kwadrat róznicy. Nieco blizsze sprawdzenie przekona nas,
ze wyrazenie (a. b) ma wiele formalnych cech iloczynu (mówimy, ze jest dwuliniowe),
mianowicie:

(I) (a, b+c) = (a, b)+ (a.C).

(2) (a,b) = (b. a)
oraz gdy A jest liczba rzeczywista, to
(3) (Aa, b) = ).(a. b).

Ponadto z równosci(O) wynika. ze
(4) (a. a) ;;"O i (a, a) = O -= a = O.

a wyrazenie y' (a. a) jest dlugoscia wektora a.

Wynika stad dalej, ze odleglosc euklidesowa konców wektorów a i b zaczepionych we wspólnym
poczatku (nazywamy ja odlegloscia tych wektorów) wyraza sie wzorem

e(a, b) = V (a-=-"b,-a=-b).

Znajac wlasnosci (0)- (3)j wiedzac. ze wersory (wektory kierunkowe) osi ukladu
wspólrzednych w n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej sa prostopadle i maja dlugoscI, mozemy
równiez wyprowadzic wzór analityczny na iloczyn skalarny:

n

(x. y) = x.y, + ... +x.y. = L X'Yf,
;=1

gdzie x = (x" "'l x.), Y = (y" ...• y.) w danym ukladzie wspólrzednych.

Zastanówmy sie. co by bylo. gdybysmy zaczeli rozwazac "uogólniony iloczyn skalarny", tzn.
dowolna funkcje (x.y) przyporzadkowujaca parom wektorów liczby i spelniajaca warunki
(1)- (4). Okaze sie. ze taki iloczyn analitycznie bedzie sie wyrazal wzorem

Np. na plaszczyznie CJ. = (J ,0) jest werSOTem

pierwszej osi, a e2= (O, t) - werSOTem
drugiej osi. Zatem jesH x = (x 1 , X 2.)

j y = (Yl' Yl) to x = Xl' eI +Xz' ez. y =
= Yl . ei + Y2 . eJ. Z wlasnosci Hoczynu
skalarnego wynika. ze
(x. y) = xly,(el.e,)+xly,(el.e,)+
+x2Yl(e2, e.)+x2Y2(e2, Cz) = XIYl+X2Y2

bo (e,. ed = I = (e,. e,) oraz (e,. e,) = O
(bo sa prostopadle).

Przyklad: niech (x. y)=~ (Xl -X,)(y,- y,)+
I

+9 (Xl +X,)(y, +y,).

I J

Wtedy lixii' = T (X,-X,)'+ "9" (Xl +
+X2)2, skad wynika, ze np."kulajednostkowato,

czyli"{x:llxll < l} bedzie elipsa

o dlugosciaeh pólosiJ i ~ ,której dluzsza
os lezy na prostej Xl = Xl'

n

(x, y) = L al}XlY'
i,j= l

(Uklad liczb au bed2.ie spelnial pewne warunki,2. których jeden: au = af) wynika bezposrednio
z wzoru (2), a inne sa nieco bardziej skomplikowane. Geometrycznie sprowadzaja sie one
do tego, ze wszystkie kule musza byc podobnymi elipsoidami). Powstaje pytanie. co wlasciwie
uzyskujemy wprowadzajac taka funkcje. Odpowiedz jest nieco zaskakujaca: uzyskujemy
mianowicie "calosc" geometrii euklidesowej. Mozemy bowiem przy pomocy takiej funkcji
okreslic:

- nowa dlugosc wektora wzorem

Ilxi I dr y' (x: x),

(a wiec i pewna nowa metryke, dlaczego?);
nowy kosinus kata miedzy wektorami - wzorem

dr (x, y)
cos 1: (x. y)= -----"

IIxll'lIyll
(a wiec kat wypukIy miedzy wektorami x, y):

- nowa prostopadlosc wektorów. (tym samym równiez prostych, plaszczyzn itp) - mówiac.
ze xl.y wtedy i tylko wtedy. gdy (x. y) = o.



a

( l -1) _ a'1-12'12 -

Mamy: p(A, O) ~ plO, H) = l, p(A, H) ~

Zatem wzór kosinusów jest nastepujacy:

(y2")' = 1'+ 1'-2.l.l.coso<,
Stad 2coso<= O. O<= ,,,,/2. Analogicznie dla 0<'.

Dla fJ mamy p(B. B') = 112, stad równiez
cosfJ = Ol

Tu mozna by wysunac jedno zastrzezenie: przeciez jezeli mamy np. na plaszczyznie dowolna
metryke (a wiele przykladów róznych metryk na plaszczyznie podaje np. M. Moszynska
w artykule o przestrzeniach metrycznych, Delta 1/1975), to wypisany na poczatku wzór

kosinusów, w którym liczbya, b i c traktujemy jako znane odleglosci trzech dan:rch punktów,
pozwala bezposrednio wyznaczyc kosinus kata miedzy bokami o dlugosciacha i b.

Takie podejscie nie prowadzi na ogól niestety do pozytywnych rezultatów. Przy pewnych
metrykach przestaje bowiem byc prawdziwe twierdzenie, ze dwa wektory prostopadle do trzeciego
sa równolegle. Na przyklad na plaszczyznie z metryka okreslona wzorem

!!(x,y) = !x\-y\I+lx2-Y21

( I I) ( 1 -I)wektory l - V2' Y2 oraz l - 112" "1/2 bylyby przy takiej definicji kata
prostopadle, ajednoczesnie kazdy z nich bylby prostopadly do wektora (l, O)! Szkic dowodu - obok.
Istnieje jednak pewne bardzo proste kryterium geometryczne pozwalajace odrózniac metryki
dajace sie okreslic za pomoca pewnego iloczynu skalarnego od innych metryk. Zachodzi
mianowicie

Twierdzenie.Jezeli w danej metryce kazde dwie kule sa (w metryce euklidesowej) jednokladnymi
elipsoidami, a kule o równych promieniach sa przystajace, to istnieje iloczyn skalarny (x,y)

wyznaczajacy te metryke.
Mamy wiec sposób pozwalajacy na odróznianie metryk "dobrych", czyli takich, które mozna
traktowac jako fragment pelnej geometrii euklidesowej, od metryk "przypadkowych",

Zauwazmy teraz, ze w warunkach, które powinien spelniac nasz iloczyn skalarny, wystepowalo

jedynie dodawanie wektorów i ich mnozenie przez stale. Latwo zauwazyc, ze plaszczyzna
i przestrzen trójwymiarowa nie sa jedynymi zbiorami, w których rozwaza sie operacje tego typu:
Dzialanie dodawania i mnozenia przez liczbe wprowadza sie miedzy innymi w zbiorach funkcji
okreslonych na pewnym ustalonym zbiorze.

Dla przykladu wezmy pod uwage zbiór wszystkich funkcji okreslonych i ciaglych na przedziale
<O,2n) i przyjmujacych te sama wartosc na koncach przedzialu (f(O)= f(2n».
Powstaje naturalne pytanie: czy mozna tak rozszerzyc pojecie iloczynu skalarnego, by
obejmowalo ono równiez przypadek takich funkcji? Okazuje sie, ze wyrazenie

2n

t.l (f, g) = V(x)g(x)dx
o

przyporzadkowuje parom funkcji liczby w taki sposób, ze spelnione sa wszystkie warunki (1)- (4),
a wiec (f, g) mozna nazwac iloczynem skalarnym funkcjifig.

Sprawdzenie, ze rzeczywiscie warunki te sa spelnione, jest dosc zmudne rachunkowo i pominiemy
je tutaj. Wazna dla nas jest konsekwencja tego faktu: w przestrzeni funkcji ciaglych na przedziale
<O,2n) mozna uprawiac "geometrie euklidesowa". Teraz latwo juz sobie wyobrazic, ze istnieje
wiele przestrzeni, w których mozna wprowadzac iloczyn skalarny. Nazywa sie je przestrzeniami
unitarnymi lub - jesli spelniaja pewne dodatkowe warunki - przestrzeniami Hilberta.

!im ... (XI'I, \-n) O

fl

o innych zastosowaniach pisze J. Kijowski

w tym numerze.

Sposród wielu zastosowan tej "geometrii euklidesowej" wymienimy jedno o powaznych
konsekwencjach dla analizy matematycznej:

Twierdzenie. W zdefiniowanej powyzej przestrzeni funkcji ciaglych z iloczynem skalarnym
okreslonym wzorem (*) funkcje cosnx i sinnx oraz funkcja stala(n E N) sa parami wzajemnie
prostopadle.

Dowód tego faktu oraz jego konsekwencje, z których m.in. wynika, ze mozna ten uklad funkcji
traktowac jako swego rodzaju "uklad wspólrzednych" w rozwazanej przestrzeni, znajdzie
Czytelnik w artykule W. Szlenka o szeregach Fouriera (Delta 4/1976).

Zadanie. Obliczyc dlugosc boków i katy trójkata o wiencholkach l,x, x2 w przestr.reni funkcji
ciaglych na przedziale <O,1) z iloczynem skalarnym

I
(f,g) = ~f(x)' g(x)dx.

o

g


