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Bohaterem naszego artykulu jest pewna rodzinafigur dwuwymiarowych. Przykladami figur
dwuwymiarowych sa: domknieta tarcza kola, parasol (patrz rysunek), ksiazka z trzema kartkami
(rysunek), sfera (powierzchnia kuli trójwymiarowej) i torus (tj. podzbiór przestrzeni
trójwymiarowej otrzymany w wyniku obrotu okregu dokola prostej nie przecinajacej go
i polozonej w tej samej co i on plaszczyznie).

Aby skonstruowac ich modele, trzeba skleic ze soba w odpowiedni sposób pewna skonczona ilosc
mniejszych trójkatnych kawalków kartonu i pewna ilosc patyczków (parasol).

Znacznie trudniej niz bohaterów jest opisac miejsce akcji naszego artykulu. Bedzie nimPrzestrzen
(przez duze P). Trzeba bedzie sobie wyobrazic, ze jest w niej znacznie wiecej miejsca niz w naszej
zwyklej przestrzeni trójwymiarowej. Jesli np. umiescimy w niej sfere"dwuwymiarowa, to
znajdziemy tam prosta przechodzaca przez jej srodek i nie majaca z nia zadnych punktów
wspólnych. Jest to oczywiscie niemozliwe w przestrzeni trójwymiarowej. W podobnym sensie
w przestrzeni trójwymiarowej jest znacznie wiecej miejsca niz na plaszczyznie, na przyklad
w przestrzeni trójwymiarowej mozna znalezc (analogicznie jak poprzednio) prosta przechodzaca
przez srodek okregu i nie majaca z nim punktów wspólnych, co na plaszczyznie nie jest mozliwe.
Ze wzgledu na to wszystko akcje naszego artykulu trzeba bedzie umiescic w przestrzeni
czterowymiarowej.
Podkreslamy, ze do zrozumienia artykulu nie jest konieczna dokladna znajomosc tego, czym jest
Przestrzen, lecz trzeba bedzie przez caly czas pamietac, ze mozna w niej robic pewne rzeczy
niewykonalne w zwyklej przestrzeni trójwymiarowej.

Artykul ten bedzie wiec mówil o pewnych wlasnosciach pewnej klasy figur dwuwymiarowych
polozonych w Przestrzeni. Tymi wlasnosciami bedaniezmienniki homeomorfizmów(wlasnosci
topologiczne).
Homeomorfizmem nazywamy wzajemnie jednoznaczne przeksztalcenief figury P na figure Q
takie, ze zarównof jak if -1 sa ciagle. Mówimy wtedy, ze figuryP i Q sa homeomorficzne
(topologicznie równe lub równowazne). Rozciagajac zrobiony z gumy model dowolnej figury
otrzymuje sie stale modele figur homeomorficznych. Homeomorfizmami sa takze przeksztalcenia
sprowadzajace sie do rozcinania modelu wzdluz róznych krzywych i nastepnie po dokonaniu
róznych "przekrecen" i ruchów, zszycia rozciecia w dokladnie taki sam sposób, jak na poczatku.

Umówmy sie jeszcze, zedyskiem otwartym (domknietym)bedziemy nazywali kazda figure
homeomorficzna z otwarta (domknieta) tarcza kola.

Sposród omówionych wyzej przykladów róznych figur dwuwymiarowych na szczególna uwage
zasluguja torus i sfera dwuwymiarowa. Ich topologiczna budowa w poblizu kazdego punktu jest
taka sama, jak budowa plaszczyzny. Kazdy punkt nalezacy do sfery lub do torusa mozna
przykryc dyskiem otwartym polozonym calkowicie na figurze i to tak dobrze, i dokladnie, ze
wszystkie punkty polozone dostatecznie blisko niego sa takze przykryte. Mówiac precyzyjnie,
dla kazdego punktu istnieje takie jego otoczenie, które jest otwartym dyskiem. Mozna teraz,
zapominajac o naszych dwóch konkretnych przykladach, skoncentrowac uwage tylko na wlasnosci
sformulowanej w ostatnim zdaniu i zaczac badac figury dwuwymiarowe polozone w Przestrzeni
posiadajace te wlasnie wlasnosc. Rozsadne bedzie tutaj ograniczenie sie do podzbiorów Przestrzeni
spelniajacych dodatkowo jeszcze pewien naturalny warunek gwarantujacy to, ze figura sklada sie
z dokladnie jednego kawalka. Nazywa sie on spójnoscia i mówi ze kazde dwa punkty zbioru
daja polaczyc sie w nim droga czyli czyms, co jest topologicznie równowazne odcinkowi
domknietemu.
Figury dwuwymiarowe spelniajace te wszystkie warunki (posiadanie dla kazdego punktu
otoczenia bedacego 'otwartym dyskiem i spójnosc) nazywamypowierzchniami zamknietymi.

Okazuje sie, ze z punktu widzenia samej teorii powierzchni zamknietych bardzo celowe jest
badanie nieco szerszej klasy zbiorów. Chodzi o tzw.powierzchnie z brzegiem tj. domkniete
i spójne podzbiory Przestrzeni majace te wlasnosc, ze kazdy punkt ma otoczenie otwarte
topologicznie równowazne z dyskiem otwartym lub podzbiorem pelnego kwadratu skladajacym
sie z wnetrza tego kwadratu i otwartego odcinka polozonego na jednym z bok6w. Powierzchniami
z brzegiem sa np. domknieta tarcza kola i domknieta tarcza kola, w której wycieto skonczona
ilosc okraglych dziur. Innym przykladem powierzchni z brzegiem jest wstega Mobiusa, która
otrzymuje sie z prostokatnego paska papieru przekrecajac go o1800 i sklejajac tak, jak na
rysunku, jego krótsze krawedzie.
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Brzegiem powierzchni z brzegiem nazywamy zbiór tych wszystkich jej punktów. które nie maja
otoczen homeomorficznych z otwartym dyskiem ..
Czytelnik z latwoscia sprawdzi. ze brzegiem zarówno domknietej tarczy kola. jak i wstegi Mobiusa
jest okrag (dokladniej zbiór równowazny okregowi). a brzegiem sfery z wycietymi kotworami
jest sumak+ 1 rozlacznych okregów. Mozna tez nawet pokazac. ze brze~ dowolnej powierzchni
z brzegiem sklada sie ze skonczonej liczby rozlacznych i spójnych "kawalków". które sa
z topologicznego punktu widzenia okregami.
Jesli w dalszym ciagu w tekscie bedzie wystepowalo slowo "powierzchnia" i nie bedzie

zaznaczone czy mamy na mysli powierzchnie zamknieta. czy tez powierzchnie z brzegiem. to
bedzie chodzilo zarówno o powierzchnie z brzegiem jak i zamkniete.
Wiadomo. ze zszywajac w odpowiedni sposób Ze soba jednolite (bez dziur) kawalki skóry
otrzymuje sie pilke futbolowa. Pilka taka jest dobrym modelem sfery. W Przestrzeni w podobny
sposób mozna otrzymac model dowolnej powierzchni zszywajac skonczona liczbe jednolitych
kawalków elastycznego materialu i to w taki sposób. ze dwa rózne kawalki sa zszywane wzdluz
tylko jednego odcinka. Rozwazmy teraz powierzchnie z brzegiemN wraz z wyróznionymi k
okregami 01, O2 ••••• Ok wchodzacymi w sklad brzegu (nie musza to byc wszystkie okregi
wchodzace w sklad brzegu).
Przypuscmy takze. ze m'lmy danek powierzchni z brzegiemPl •...• Pk oraz. ze dla kazdego
i = 1. 2 •... ,k okrag SI wchodzi w sklad brzegu powierzchniPl. Spróbujmy teraz wyobrazic
sobie doswiadczenie polegajace na tym, ze zrobione z elastycznego tworzywa modele
wszystkich naszych powierzchni sklejamy (czy tez zszywamy) w ten sposób. zeSl zostaje sklejone
ZOl. S2 Z O2 ••••• Sk Z Ok. W wyniku jego powinnismy otrzymac model nowej powierzchni
z brzegiem M.
W trakcie wykonywanego wyzej doswiadczenia nalezy pamietac, ze wszystko dzieje sie
w Przestrzeni. W zwyklej trójwymiarowej przestrzeni nie da sie skleic wzdluz odpowiednich
okregów stanowiacych brzegi wstegi Mobiusa i sfery z wycietym jednym okraglym otworem.
Mozna jednak sprawdzic. ze udaje sie to zrobic w Przestrzeni. (Podobnie dzieje sie w przypadku.
gdy staramy sie skleic brzegi dwóch dysków lezacych na plaszczyznie. Ta ostatnia operacja daje
sie juz wyk6nac w przestrzeni trójwymiarowej i, jak latwo sprawdzic. w jej wyniku dostajemy
sfere).
Sklejajac powierzchnie z brzegiem mozna otrzymac duzo przykladów powierzchni zamknietych.
majacych rózne ciekawe wlasnosci.

Pierwszym z nich bedzie sfera zp uchami. Otrzymujemy ja wycinajac w sferzep okraglych
otworów i zaklejajac je nastepnie wszystkiep torusami z wycietym jednym otworem.

Nic takze nie stoi na przeszkodzie temu. zeby majac dana sfere z wycietymip = Pl +P2

okraglymi otworami czesc z nich (to jest np.Pl) zakleic tak jak poprzednio torusem z jednym
wycietym otworem a czesc (np.P2) wstegami Mobiusa (których brzegi sa takze okregami).
W szczególnym przypadku. gdy w sferze wycieto tylko jeden lub dwa otwory i zaklejono je

wstegami Mobiusa, otrzymuje sie powierzchnie, które naz~ sie odpowiednio plaszczyzna
rzutowa i butelka Kleina.

Bardzo ciekawe sa te wszystkie powierzchnie, które zawieraja wstege Mobiusa.

Jesli po powierzchni sklejonej z papieru wstegi Mobiusa spaceruje mucha. która posuwajac sie
naprzód stara sie jednoczesnie byc w jednakowej odleglosci od krawedzi paska. to powróci ona
do pierwotnego polozenia glowa w dól i znajdzie sie z drugiej strony kartki..
Jesli na umieszczonym w Przestrzeni modelu powierzchni istnieje droga z jednej strony modelu
na druga, to powierzchnie te nazywamy jednostronna.
Dzieje sie tak np. w przypadku. gdy powierzchnia zawiera wstege Mobiusa. Mozna tez pokazac,
ze kazda powierzchnia jednostronna zawiera wstege Mobiusa.
Aby uzmyslowic sobie. dlaczego tak jest. wystarczy zauwazyc, ze jesli istnieje droga prowadzaca
z jednej strony powierzchni na druga, to istnieje taka droga, ze jej tor jest okregiem. Dostatecznie
cienki pasek ja otaczajacy jest wlasnie wstega Mobiusa.
Spróbujmy teraz rozciac nasZ model wstegi Mobiusa wzdluz linii srodkowej (bedziemy ja dalej
nazywac równikiem), po której spacerowala mucha. Okazuje sie. ze otrzymamy cos, co
topologicznie jest równowazne ze sfera. z której wycieto dwa otwory. Innym bardzo dziwnym
zjawiskiem jest to, ze równik nie rozpadl sie na dwa rozlaczne kawalki (tak jak mozna sie bylo
spodziewac), lecz jest jednym okregiem.
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Oznacza to, ze majac w Przestrzeni model dowolnej jednostronnej powierzchni z brzegiem
i rozcinajac go wzdluz równika wstegi Mobiusa otrzymujemy powierzchnie z brzegiem skladajacym
sie z dokladnie o jeden wiekszej liczby okregów niz brzeg powierzchni wyjsciowej.
Warto takze zauwazyc,. ze jesli do brzegu utworzonej dziury przyszyjemy "rzeg modelu wstegi
Mobiusa, to otrzymamy powierzchnie topologicznie równowazna wyjsciowej.

Zupelnie inna jest sytuacja w przypadku, gdy dokonujemy rozciec na sferze i torusie. Rozcinajac
je tak, jak na rysunku, mozna sie przekonac, ze w przypadku sfery otrzymuje sie dwie rozlaczne
powierzchnie z brzegiem, a w przypadku torusa jedna, ale za to taka, ze jej brzeg sklada sie
z dwu okregów. Mozna pokazac, ze wlasnosc istnienia dla powierzchni takiej krzywej zamknietej,
ze po dokonaniu rozciecia wzdluz tej krzywej otrzymamy jedna powierzchnie z brzegiem, który
sklada sie z dokladnie o jeden wiekszej liczby okregów niz brzeg powierzchni wyjsci"owej, jest
równowazna temu, ze powierzchnia jest jednostronna. Okrag ten odpowiada wtedy równikowi
wstegi Mobiusa.

Zalózmy teraz, ze mamy dany w Przestrzeni model pewnej powierzchni zamknietej otrzymany
w wyniku zszycia w odpowiedni sposób jednolitych kawalków tkaniny (tak, jak to bylo wczesniej
zaznaczone) i spróbujmy wyobrazic sobie doswiadczenie polegajace na rozcinaniu go kolejno
wzdluz roZlacznych okregów utworzonych przez czesci szwów. Rozcinamy (a wlasciwie
rozpruwamy) nasza powierzchnie tak dlugo, dokad pozostaje spójna. Chodzi o to, ze w pierwszym
kroku szukamy okregu01 o tej wlasnosci, ze powierzchnia nasza po wykonaniu ciecia wzdluz
niego pozostaje spójna. Jesli dokonano juzk rozciec wzdluz rozlac~nych okregów01, ..'., O.
i powierzchnia nadal jest spójna, to badamy wszystkie rozlaczne z nimi okregi utworzone przez
czesci szwów i szukamy wsród nich takiego0.+ 1,ze nasz model pozostaje spójny po wykonaniu

ciecia wzdluz niego. Nasze doswiadczenie konczy sie pok krokach - w mpmencie, kiedy nie
bedziemy mogli juz znaleZC takiego0.+ 1•

Oznacza to, ze w jego wyntku otrzymujemy model powierzchni z brzegiem, która rozpada sie na
kawalki po rozcieciu wzdluz dowolnego okregu (utworzonego przez czesci szwów). Warto sie w tej
chwili. zastanowic nad tym, czym moze byc z topologicznego punktu widzenia taka wlasnie
powierzchnia z brzegiem.
Nie jest wcale trywialnym faktem (choc intuicyjnie dosc oczywistym) to, ze jesli brzeg takiej
powierzchni sklada sie dokladnie z jednego okregu, to musi ona byc domknietym dyskiem. Jesli
okregów jestk i k > r, to mozna model naszej powierzchni rozciac wzdluz drogi laczacej dwa
rózne okregi wchodzace w sklad brzegu i zmniejszyc ich liczbe, a nastepnie korzystajac z indukcji
matematycznej pokazac, ze jest to sfera z wycietymik okraglymi otworami.
Wracajac wiec do wykonywanego doswiadczenia: po wykonaniup rozciec model powierzchni
zamknietej zamienil sie na model sfery z pewna iloscia dziur.
W trakcie rozcinania powierzchni wzdluz okregu moga zajsc dwa wzajemnie wykluczajace sie
przypadki. Albo okrag, wzdluz którego ciecie bylo wykonywane, rozpadnie sie na dwa rózne
okregi albo stanie sie tak, jak przy rozcinaniu wstegi Mobiusa wzdluz równika - zamieni sie na
jeden wiekszy okrag.

Z tego wszystkiego, co zostalo juz napisane wczesniej, wynika, ze w ostatnim przypadku nasza
powierzchnia musi zawierac wstege Mobiusa. Jej równik stanowi okrag, wzdluz którego
powierzchnie nasza rozcinalismy. Jesli okrag rozpadl sie na dwa rózne okregi, to trzeba rozróznic
dwa przypadki przedstawione na rysunku.
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Z rysunku ponizej widac, ze na kazdej takiej powierzchni, na której istnieje taki okrag, ze slad
ciecia wzdluz niego sklada sie z jednego kawalka (powierzchnia zawiera wtedy wstege Mi:ibiusa)

istnienie rozciecia przedstawionego na rysunku A jest równowazne istnieniu rozciecia
przedstawionego na rysunku B i jedno z nich m.ozna zawsze zamienic na drugie.
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Spróbujmy sie zastanowic, co wynika z istnienia rozciecia takiego jak na rysunku B.
Zszywajac powierzchnie wzdluz niego otrzymujemy ucho "przekrecone". Rozcinajac z kolei ucho
"przekrecone" w taki sposób, jak na rysunku, zauwazymy, ze rozciecia takie mozna zamienic na
dwa rozciecia odpowiadajace wstegom Mi:ibiusa.
Wynika stad juz twierdzenie o klasyfikacji powierzchni.
TWIERDZENIE O KLASYFIKACJI. Dla kazdej powierzchni zamknietej istnieje takie p, ze jest ona

homeomorficzna ze sfera z p uchami lub tez ze sfera z wycietymi p otworami, które zaklejono
wstegami MiJbiusa.
Cwiczenie. ZnaleZc podobne twierdzenie dla powierzchni z brzegiem.

Redaguje mgr Andrzej MAKO WSKI

M 100. ZnaleZc wszystkie funkcjef: R -> R spelniajace dla wszelkich liczb rzeczywistychx, y
równosc

-- Zadania

[f(x+y)j2 = [f(x)j2+[f(y)j2.
Rozwiazanie na str. 13.

Jwa 'il filatelisci

Mamy takte cos dla Was. Oto znaczek wydany

w marcu 1976 roku z okazji dwudziestej
rocznicy powstania Zjednoczonego Instytutu

Badan Jadrowych w Dubnej.
Porozumienie o utworzeniu Instytutu zostalo
zawarte 26.IIl.1956 r. w Moskwie. W owym

instytucie wspólpracuja fizycy z ZSRR, CSRS,
Polski i wielu innych krajów. Instytut

dysponuje unikalnymi urzadzeniami z zakresu
fizyki jadrowej i wysokich .energii

umotliwiajacymi wykonanie eksperymentów
zbyt kosztownych dla jednego kraju.

Dokladniej pisalismy o Zjednoczonym

Instytucie Badan Jadrowych w numerach

siódmym i ósmym ••Delty" z 1974 r. A mote

,sami znajdziecie ciekawe znaczki, których
temat bylby zwiazany z matematyka lub
fizyka?

Czesciej jednak motna spotkac na znaczku

portret królowej aniteli Einsteina (dla
zapalonych filatelistów informacja - w 1959 r.

Polska wydala znaczek wlasnie z portretem
Einsteina).

M 101. Udowodnic, ze jesliP jest dowolnym punktem lezacym w plaSzczyznie równolegloboku
ABCD, to

AP < BP+ CP+ DP

Rozwiazanie na str. 10.

M 102. Udowodnic, ze kazda liczba naturalna wieksza od 10 jest suma dwóch róznych liczb
pierwszych i liczby zlozonej.
Rozwiazanie na str. 7.

Redaguje dr Andrzej ZIEMINSKI

F 34. Temperatury trzech identycznych cialA, B i C o stalej pojemnosci cieplnej wynosza
odpowiednio:
TA = 300 K, Ta = 300 K, i Te = 100 K. Zakladajac, ze zadna energia nie jest dostarczana
z zewnatrz, okreslcie do jakiej maksymalnej temperatury mozna podgrzac dowolne z tych cial
przez zastosowanie silników cieplnych.
Wskazówka: patrz rozwiazanie zadania F 31, Delta 7/1976 oraz S. Szczeniowski "Fizyka
doswiadczalna" t. 2, PWN 1964, rozdzial 44
Rozwiazanie na str. 10.


