
Izomorficzny - slowo pochodzenia greckiego

oznaczajace: tak samo zb~dowany. Pojecie

izomorfizmu (wskazywanie na taka sama
budowe róznych struktur matematycznych)

jesl charakterystycznym dla malematyki XX

wieku narzedziem badawczym. Obok podajemy

pierwszy z serii artykulów poswieconych temu
poj~ciu.

Zob. tez Szesc zadan- jedno rozwiazanie,
Delta 1/1974

o izomorfizmie

Dr Witold W/ESLAW

Gdy przed kilkoma miesiacami Redakcja zaproponowala mi napisanie artykulu
o izomorfizmie, pomyslalem sobie - nic prostszego, napisze, wysle .... O ludzka
naiwnosci! Wydawaloby sie, ze nic prostszego, niz napisac artykul popularny.
Zacznijmy wiec od poczatku. Jezeli w trakcie wykladu okaze sie, Drogi Czytelniku,
ze tempo wykladu jest zbyt szybkie, wróc do miejsca, od którego zaczales,
i przeczytaj powtórnie.
Mozna by zaczac mniej wiecej tak. NiechA bedzie zbiorem ..niepustym. Kazda
funkcje f: An = A x A x ... x A -4 A, która kazdemu uporzadkowanemu-

n razy

ukladowi (al, ... , an) elementów zbioru A przyporzadkowuje elementf(al, ... ,an)
zbioru A, nazywamy dzialaniem w zbiorze A. Zbiór A z wyróznionymi dzialaniami
fi Jz, ... Jm nazywamy algebra i oznaczamy ~ = <A;fl Jz, ... Jm)' Jezeli
3 = <B; gt, gz, ... , gm) jest druga algebra, w której dzialaniagj zaleza od tej
samej liczby zmiennych, coh,dla kazdego j = l, 2, ... ,m, to funkcje
róznowartosciowa q;:A -4 B, odwzorowuja~a zbiórA na B, nazywamy
izomorfizmem algebr ~ i3, jezeli warunki

(1) gj(q;(al), q;(az), ... ,q;(as) = q;(fi(al, az, ... , aSj»' i = 1,2, ... ,m,

spelnione sa dla kazdego ukladual' az, ... , aSielementów zboru A (Si oznacza
liczbe zmiennych dzialaniafi).

Przyklady

A. Niech ~ i 3beda grupami, tzn. mozemy przyjac, ze ~= <A;fl Jz),
3 = <B; gl,gz),fl(al,az) = alaz (mnozenie wA),fz(a) = a-I, gdbj, bz) = blbz
(mnozenie wB), gz(b) = b-I. Wtedy warunki (1) odczytujemy jako "zwykla"
definicje izomorfizmu: cp(alaZ) = q;(al)q;(az), q;(a-j) = (q;(a»-I, 'q;:A ~ B
i q; jest funkcja róznowartosciowa.

B. Jezeli ~ i3 sa pierscieniami, to jednym z dzialan jest dodawanie a drugim
mnozenie, tzn.m = <A;fl Jz), 3= <B; gj, gz),fl (al' Oz) = al+ az,
Iz(al,az) = alaz,gl(bl,bz) = bj+bz,gz(bl,bz) = bjbz· Stosujac (1) w tym
szczególnym przypadku, dostajemy znów klasyczna definicje izomorfizmu
pierscieni.

Wyczuwam, ze nalezy przerwac. W ten sposób na pewno nie wyjasnie Czytelnikowi,
czym jest izomorfizm, a juz na pewno zniechece Go do matematyki. Zbyt to
wszystko jest podrecznikowe.

Spróbujmy wiec nieco inaczej. W tym celu przyjmijmy najpierw pojecie grupy.

Grupa nazywamy niepusty zbiór G, wraz z ustalona funkcja G x G-+ G, zwana
dalej dzialaniem, albo mnozeniem w grupie G, która kazdej parze uporzadkowanej
(a, b) elementów z G przyporzadkowuje elementab E G, spelniajaca nastepujace
warunki:

I. dzialanie jest laczne, tzn.a(bc) = (ab)c dla kazdych a, h, c E G;
2. istnieje element neutralnye w G, tzn. element spelniajacy warunek
ae = ea = a dla kazdego a E G;
3. kazdy element a E G ma element odwrotny a-I E G, tzn. aa-I = a-la ,. e.

Grupa przemienna to grupa, w której kazda para elementówa, b spelnia
ab = ba.

Jezeli G jest grupa z dzialaniem(a, b) -4 ab, a H - grupa z dzialaniem
(e, d) -+.C * d, to odwzorowanie q;: G-+ H zbioru G na zbiór H nazywamy
izomorfizmem grup G iH, jezeli warunek q:(ab) = q;(a) * q;(b) spelniony jest dla
kazdego a, b E G. Powyzszy fakt zapisujemy krótko G ~H, co czy tamy
..grupa G jest izomorficzna z grupaH". Azeby zdac sobie sprawe z istoty
wprowadzonego pojecia, rozwazmy kilka przykladów.

Przyklad l. Niech Z+ bedzie zbiorem liczb calkowitych, z dodawaniem. Jest to
grupa przemienna -- elementem neutralnym jest zero, boa+ O = O + a = a
dla kazdego a E Z+, a przemiennosc dodawania liczb jeSI fak tcm wszystkim
dobrze znanym (element odwrotny doa nazywany jest w tej grupie na ogól
c'lementem pueciwnym doa).
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Przyklad II. Zbiór P przesuniec prostej o calkowite wielokrotnosci niezeroweg(
wektora w jest grupa wzgledem skladania przesuniec (rys. l). JezeliPv oznacza
rrzesuniecie o wektorv, a nw = w+ w+ ... + w (n razy) gdy n jest liczba
naturalna, (-I1)W = (-w)+(-w)+ ... +(-w) (n razy), to

(2) Pkw oP/w = P(k+/)w; k, l E Z+.

Grupa z+ jest izomorficzna zP; wystarczy zdac sobie sprawe z tego, ze kazda
liczba calkowita k wyznacza przesunieciePkw i na odwrót. Reszty dopelnia
wzór (2) wraz z uwaga, ze funkcjak --+ Pkw ze zbioru Z+ na zbiór P jest
róznowartosciowa. Gdyby jednak ktos chcial przeprowadzic drobiazgowy dowód,
wystarczy okreslic q;:Z+ --+ p wzorem f{i(k) = Pkw i sprawdzic, ze q; jest
izomorfizmem.

Przyklad III. Niech Z;i oznacza zbiór liczb {O, l, ... ,11- l}, w którym za
dzialanie przyjmujemy dodawanie modu/o n,tzn. s = a+b (mod n), jezeli s jest
nieujemna reszta. z dzieleniaa+b przez n. Np. 3+4 (mod 5) = 2, bo
3+4 = 7 = 5+2, a 8+12 (mod 14)= 6, bo 8+12 = 20 = 14+6. Czytelnik
sprawdzi, zeZ;i jest grupa.

Przyklad IV. Zbiór Cn obrotów n-kata foremnego wokól jego srodka jest grupa:
elementem neutralnym jest obrót-lto o kat O, a elementem odwrotnym do-lt/l
jest obrót -lt -/l, tzn. -lti1 = -lt -/l (rys. 3). Tabelka (rys. 4) opisuje wyniki dzialan
~k~ o ·l).,a (-ltka W pierwszej kolumnie, -lt,~ w pierwszym wierszu).

Przyklad V. (Czytelnik, który nie zna liczb zespolonych, moze, nie tracac wiele,
pominac ten przyklad). NiechEn bedzie zbiorem wszystkich rozwiazan
równania xn - l = O w zbiorze C liczb zespolonych. Mozna od razu zauwazyc
(bez znajdowania rozwiazan), zeEn jest grupa wzgledem mnozenia. (Przy
okazji: czy Czytelnik zna inny przyklad wielomianu, którego pierwiastki tworza
grupe wzgledem mnozenia?) Wynika to z ponizszych równosci:(XtX2)n =
= x~x; = l· l = l, ([I)n = (xn)-1 = l, jezeli tylko x" X2 EEn. Poniewaz
kazdy wielomian stopnia n ~ l, O wspólczynnikach z C, man pierwiastków
w C (fakt ten tradycyjnie nazywany jest "zasadniczym twierdzeniem algebry",
choc dawno juz sa w algebrze twierdzenia bardziej "zasadnicze"), wiec grupa

•. 2 n-l' 2:n: .. 2:n:
En ma n elementow. Sa to lIczby l,Cn, Cn, ... , Cn , gdZIe Cn= cos -- + I SlO-.n n
I tym razem mozna odwolac sie do rys.3, z tym jednak, ze teraz kolo lezy na
plaszczyznie C liczb zespolonych, ma promien równy l, a jegok-tym
wierzcholkiem jest c~-1(k = 1,2, ... ,n).

W trzech ostatnich przykladach rzuca sie w oczy podobienstwo rozpatrywanych
sytuacji. W kazdym z prZykladów wykonanie dzialania sprowadza sie do
dodania (modulo n) dwóch liczb. Mówiac scislej, wszystkie trzy grupy:
Z;i, Cn, En sa izomorficzne. Czytelnika, którego moje sugestie nie przekonaly,
zachecam do sprawdzenia, :Zefunkcja q;:Z;i --+ Cn, q;(k) = -ltka (k = O, l, ... , n- l)
jest izomorfizmem grupy Z;i z grupa Cn, a "P: Cn --+ En, "P(-ltka) = c~
(k = O, l, ... , n-l) jest izomorfizmem grupy Cn z grupa En.

Przyklad VI. (rys. 5) Niech R+ oznacza grupe addytywna liczb rzeczywistych
(zbiór R z dodawaniem), aR: - pólos liczb dodatnich. Sprawdzenie, zeR+

jest grupa wzgledem dodawania, aR: grupa wzgledem mnozenia liczb, wymaga
znajomosci jedynie naj prostszych wlasnosci liczb rzeczywistych. Ale fakt, ze
obie grupy sa izomorficzne, jest (w pierwszej chwili) dosc nieoczekiwany.
Zamiast odwolywac sie do intuicji, tym razem wspólnie przeprowadzmy dowód.
Niech q;(x) = 3x. Oczywiscie q;:R+ --+ R: (rys. 5). Funkcja q;jest
róznowartosciowa, jako funkcja rosnaca i odwzorowujeR+ na R:, bo kazda
liczba dodatnia y ma logarytm log3y. Wreszcie równosc q;(x+ y) = 3x+y = 3x3Y =
= q;(x) q;(y); x, y E R+ jest znana wlasnoscia potegowania liczb rzeczywistych,
co równoczesnie konczy dowód.

Przyklad VII. Niech G oznacza zbiór wszystkich obrotów czworoscianu foremnego.
Bez trudu wskazujemy 12 obrotów: identycznosciowy, 2 obroty wokól kazdej
osi P (rys. 6) przechodzacej przez wierzcholek czworoscianu i srodek przeciwleglej
sciany, tzn. 2· 4= 8 obrotów, 3 obroty wokól osi laczacych srodki
nierównoleglych krawedzi (np. osQ na rys. 6). Wynika stad, ze grupa G ma
co najmniej 12 elementów. Wykazemy teraz, ze ma ich nie wiecej niz 12, skad
wyniknie, ze G jest zbiorem dwunastoelementowym. Niechg E G bedzie dowolnym
obrotem czworoscianu i niech przeprowadza on pierwszy wierzcholek naj-ty,
tzn. g(l) = j.
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Jezeli a E G jest dowolnym obrotem przeprowadzajac) m pierwszy
wierzcholek najaty, a(l) = j, to b = a-l a g pozostawia pierwszy wierzcholek
na swoim miejscu: b(I) = a-l ag(l) = a-l(g(l» = a-l(j) = I. Element G
mozna zatem zapisac (co najmniej jednym sposobem) w postacig = a °b, gdzie
a, b E G i a(l) = g(l), b(l) = I. Wynika stad, ze liczba elementów zbioru G
nie przekracza liczby wszystkich par uporzadkowanych(a, b). Poniewaz a
rrzeprowadza pierwszy wierzcholek na którys z pozostalych, wiec sa cztery
mozliwosci na a. Podobnie, sa trzy mozliwosci nab. Oznacza to, ze wszystkich
mozliwych par jest 12, tzn. G jest zbiorem majacym nie wiecej niz 12 elementów.
Mozna przekonac sie latwo, ze grupa obrotów czworoscianu foremnego nie jest
przemienna. Czytelnik odnotuje, ze sa co najmniej dwie nieizomorficzne grupy
dwunastoelementowe : przemienna grupaC12 (Przyklad IV, n = 12)
I (nieprzemienna) grupa G.

Czy kazdy zbiór moze byc grupa? Aby uniknac zbyt zawilych rozwazan,
przeformulujmy postawione pytanie na nieco mniej ogólne zadanie.

W klasie jest 12 lawek (rys. 7). Czy zbiórA tych lawek mozna przeksztalcic
w grupe? Wyjasnienie zawarte jest na rysunku 8. Poniewaz grupy izomorficzne
sa równoliczne (maja te sama liczbe elementów), a znamy przyklady grup
dwunastoelementowych (lIp. grupa G z przykladu VII), wiec postaramy sie
przeksztalcic zbiórA w grupe izomorficzna z G. Niechal , a2, ... , a12 bedzie
jakakolwiek numeracja lawek, a&1' &2' ... , .&12 - ustalona numeracja elementów
grupy G. Okreslmy funkcjef: A -+ G, ustalajaca równolicznosc tych zbiorów,
wzoremf(aj) = &j (i = 1,2, ... , 12). Aby znalezc "iloczyn" a * b dwóch lawek a i b,
znajdujemy najpierw obrotyf(a),/(b) przyporzadkowane tym lawkom,
wykonujemy dzialanief(d) of(b), a nastepnie odczytujemy, jakiemu elementowi
zbioru A zostal przyporzadkowany elementf(a) af(b). Jest nimf-l ({(a) °f(b»
(funkcja f jest róznowartosciowa!). W ten sposób dowolny zbiórA, równoliczny
z grupa G, mozna przeksztalcic w grupe izomorficzna z grupa G. Jezeli bowiem
przepisac otrzymany warunek, bedacy definicja dzialania wA: d * b = f-l ([(a) °f(b»,
w postaci równowaznej: f(a * b) = f(a) °f(b), to odczytamy, zef jest izomorfizmem
grupy A (z dzialaniem" * ") z grupa G (z superpozycja ,,0" jako dzialaniem).
Przypomnijmy, zef bylo dowolna funkcja ustalajaca równolicznosc zbiorów
A i G. Ale mozemy przeciez w dowolny sposób przenumerowac lawki i powtórzyc
konstrukcje, juz z nowa numeracja. Zmiana numeracji lawek to nic innego,
jak permutacja zbioru A (permutacja zbioru skonczonego nazywamy kazda
funkcje róznowartosciowa odwzorowujaca ten wzór w siebie). Poniewaz zbiór
dwunastoelementowy A ma 12! = 2·3·4· 5, 6, 7, 8 . 9, 10, l l· 12= 479001600
permutacji, wiec tym samym skonstruowalismy prawie pól miliarda izomorficznych,
choc róznych grup!

Nasuwa sie teraz spostrzezenie, ze izomorfizm pozwala zaniedbac wlasnosci
fizyczne elementów grupy. Mówiac pogladowo, grupy izomorficzne maja te same
wlasnosci. Na przyklad, jezelir: G -+ H jest izomorfizmem grup G iH, oraz g E G
iest elementem, który spelnia warunekg2 = eG (eG - element neutralny grupy G;
podobne znaczenie maeH), g #- eG, to r(g) #- eIJ i r(g)2 = eIJ. Istotnie,
poniewaz g #- eG, wiec r(g) #- r(eG) = eH (dlaczego?), bor jest funkcja
róznowartosciowa; ponadtor(g)2 = r(g2) = r(eG) = eH.

W sposób podobny do opisanego mozna mówic o izomorfizmie pierscieni,
czy tez izomorfizmie cial, ale o tym moze innym razem.

Zadania

1. Wykazac, ze grupa n-elementowa nie moze byc izomorficzna z grupa m-elementowa, jesli
m# n.
2. Podac przyklad dwóch nieizomorficznych grup, które maja te sama liczbe elementów.

3. Czy zbiór obrotów kuli wokól jej srodka (bedacy grupa wzgledem skladania obrotów) jest
grupa izomorficzna z grupa obrotów kola ze skladaniem obrotów, jako dzialaniem?
4. Udowodnic, ze relacja" byc izomorficznym" jest zwrotna, symetryczna i przechodnia:
G:::: G; G:::: H -> H:::: G; G::::H i H::::N==--G::::N.

5. Wykazac, ze grupa izomorficzna z grupa przemienna jest przemienna.
6. Podzbiór H grupy G nazywamy podgrupa grupy G, jezeli jest grupa wzgledem tego samego

dzialania. Wykazac, ze {l}, {-l, l} sa jedynymi skonczonymi podgrul;lami grupyR*
niezerowych liczb rzeczywistych (wzgledem mnozenia liczb).

7. Wykazac, ze{O} jest jedyna skonczona l;lodgrupa grupyR+.
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