
Swiat jest na tyle skomplikowany, ze jesli chcemy go opisywac, musimy koncentrowac nasza uwage na pewnych cechach, abstrahujac od
innych. A wiec geometra abstrahuje od koloru przedmiotów, materialu z jakiego sa zrobione i innych cech fizycznych, interesuja go tylko
wlasnosci geometryczne. Topologowie koncentruja sie na pewnych wybranych wlasnosciach geometrycznych (zwanych topologicznymi),
traktuja wiec tak samo kolo jak kwadrat, ale inaczej niz kule 3-wymiarowa lub zbiór l-punktowy. Natomiast galaz topologii zwana teoria
hornotopii zajmuje sie jeszcze wyzsza klasa niezmienników i w konsekwencji nie odróznia kuli n-wymiarowej od zbioru jednopunktowego,
czy tez - mówiac bardziej obrazowo i niescisle - Jasia; od tegoz Jasia, któremu na nosie wyrósl dlugi wlos. Jednakze metody, jakimi
posluguje sie teoria homotopii, pozwalaja realizowac te intuicje jedynie w zakresie dosc prostych, regularnych obiektów, jak np. wielosciany,
Jasio.

Teoria ksztaltu - nowa, stworzona przez Karola Borsuka galaz topologii - stawia sobie za cel przeniesienie, a raczej rozszerzenie idei
teorii homotopii na znacznie szersza klase obiektów.

Czym zajmuje sie teoria ksztaltu?

Dr Jerzy DYDAK
Dla lepszego zrozumienia niniejszego artykulu

wskazane byloby zapoznanie sie z praca
Profesora Borsuka pt. "Co to jest teoria
rek/rak/ów?" (Delta 3/1979).

Przez l bedziemy oznaczac odcinek domkniety[O, l], symbol Xx l oznacza iloczyn
kartezjanski X przez l. Jest to przestrzen, której punktami sa pary(x, t), gdzie
oczywisciex E X, t E l. Mozna ja sobie wyobrazac jako walec o podstawieX
(jezeli X jest kolem, toXx l jest "rzeczywiscie" walcem). Wprowadzimy teraz
bardzo wazne dla nas pojecie sciagalnosci przestrzeni do punktu.

Definicja 1. PrzestrzenX nazywamy sciagalna do punktuXo E X, jezeli istnieje
przeksztalcenieF:Xx l -+ X, takie ze

F(x, O) = x F(x, 1) = Xo,

Wyrazajac sie nie calkiem scisle, przestrzen
jest sciagalna, jezeli mozna ja" w sposób
ciagly sciagnac" do jednego punktu (rys.
ponizej).

Opisany w tekscie dowód niesciagalnosci
przestrzeni Z mozna pogladowo strescic tak.
Przy ewentualnym sciaganiuZ do jednego

punktu, punkty lezace na ukosnych odcinkach
musialyby sie poruszac wzdluz tych wlasnie
odcinków - a zatem punkty zY w dól,

punkty zX do góry. A co z punktem (O, O)?

Ukosne odcinki podchodza do niego

dowolnie blisko. Ciaglosc wymaga, by punkt
(O, O) poszedl w te sama strone, w która

.dostatecznie bliskie mu punkty. Ale jedne

• z nich ida Vi góre, drugie w dól; sprzecznosc.

przy wszelkichx E X.

Mozna to sobie wyobrazic jako przeksztalcenie walca o podstawieX
w te sama przestrzenX, przy czym na dolnej podstawie przeksztalcenie
to jest tozsamoscia, zas na górnej - kazdy punkt przechodzi naxo.
Jeszcze inaczej, "dynamicznie" mozna to sobie przedstawiac jako sciskanie
przestrzeni do jednego punktuXo w czasie odt = O do t := 1. Mówimy, ze w tym
przypadku przestrzenX ma ten sam typ homotopii co przestrzen
jednopunktowa Xo, a przeksztalcenie tozsamosciowe jest homotopijne

. z przeksztalceniemX w jeden punktXo E X. Ogólniej, dwie przestrzenieX, Y maja
ten sam typ homotopii, jezeli istnieja dwa przeksztalceniaf:X -+ Yi g: Y -+ X
takie, zeg' f jest homotopijne z przeksztalceniem identycznosciowym idx(g·f ~
~idx) orazf' g ~ idy.

Jezeli przestrzenieX i Y sa sciagalne i maja tylko jeden punkt wspólny, to suma
XuY "wyglada na" sciagalna. Najpierw mozemy bowiem sciagnacX do wspólnego
punktu X i Y, a potem Y. Jednakze to wyobrazenie nie jest wlasciwe dla pewnych
przestrzeni. Okreslmy na przykladX jako podzbiór plaszczyzny euklidesowejE2
bedacy suma odcinków laczacych punkt(O, 1) z punktami (O, O) i (l/n, l/n),
n = l, 2, .... Wówczas sumaX uY = Z nie jest sciagalna, gdzie Yjest
symetrycznym obrazemX wzgledem osi odcietych.

Rzeczywiscie, zalózmy, zeH:Zx l -+ Z jest homotopia laczaca idz
i przeksztalcenie stale w punkt(O, 1), tzn. H(z, O) = z i H(z, l) = (O, l) dla
kazdegoz E Z. Istnieje wtedy taka liczbaO < to < l, ze srednica zbioru
H( {(O, O)} x [O, toD jest mniejsza od li H«O, O), to) i= (O, O).ZatemH«O, O), to) =
= (O, a) i mozemy zalozyc, zea > O (jezeli a < O, to dowód jest analogiczny).
Teraz dla dostatecznie duzegon srednica zbioruH( {( -l/n, -l/n)} x [O, toD
jest mniejsza od 1 i odleglosc punktówH« -l/n, -l/n), to) i H«O, O), to) jest
mniejsza od min(a,l-a). Zatem H« -l/n, -l/n), to) = (O, b), gdzieb > O.
Tutaj natrafiamy na sprzecznosc, gdyz kazda droga laczaca(-l/n, -l/n) z (O, b)
w Z w naszym przypadkuH( {( -l/n, -l/n)} x [O, toD musi miec srednice
wieksza od l, jezelib > O.

Tak wiec Z i przestrzen jednopunktowa nie maja tego samego typu homotopii,
chociaz globalnie maja bardzo zblizone wlasnosci, np.E2-Z oraz E2- {(O, O)}
sa przestrzeniami homeomorficznymi. Zatem teoria homotopii jest niewystarczajaca
juz przy badaniu wszystkich podzbiorów plaszczyzny, gdyz rozróznia
przestrzenie {(O, O)} i Z, a intuicyjnie chcialoby sie uwazac obie przestrzenie za
równowazne .
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Odsylamy tu Czytelnika do artykulu
Profesora Borsuka; na plaszczyznie retrakty
absolutne sa zbiorami domknietymi,
ograniczonymi i sciagalnymi.

Okrag (wiadomo co) i okrag warszawski
(taki kawalek zamkniety zageszczajacej sie
sinusoidy) maja ten sam ksztalt.

Jedyna przeszkoda do sciagalnosciZ stanowily jej zle lokalne wlasnosci
w punkcie (O, O). Natomiast jezeli wyjdziemy chociaz troche poza przestrzenZ,
to obecnosc "pechowego" punktu(O, O) w tej przestrzeni przestanie byc
odczuwana. Mam tutaj na mysli nastepujacy fakt:

PrzestrzenZ jest sciagalna w kazdym zbiorze otwartymU plaszczyznyE2, który
ja zawiera.

Jest on oczywiscie prawdziwy, bowiem dla kazdego otoczeniaU przestrzeniZ
w E istnieje liczba naturalnan > O taka, ze prostokatB = [-l/n, l/n] x [-1, l]
jest zawarty wU.Teraz przestrzen bedaca sumaBuZ jest sciagalna w sobie,
a zatem Z jest sciagalna wU.

To co zrobilismy tutaj, polegalo na zastapieniu odwzorowan przestrzeni Z przez
przeksztalcenie pewnych otoczen tej przestrzeni. To "zneutralizowalo" jak gdyby
wplyw niedobrego punktu(O, O). Okazuje sie, ze.sensowne jest przyjac, by te
otoczenia byly retraktarni absolutnymi.
Mam nadzieje, ze na powyzszym przykladzie Czytelnik zrozumie sens
wprowadzenia nastepujacych definicji:

/ Niech X, Y i Z beda kompaktami, ·aM, N i P retraktarni absolutnymi
zawierajacymiX, Y i Z odpowiednio.

Definicja 2. Ciag podstawowy z(X, M) do (Y, N) to ciag przeksztalcen
{Jn:M --+ N}::"=l spelniajacy nastepujacy warunek: dla kazdego otoczeniaV
przestrzeni Y w N istnieje otoczenieU przestrzeniX w M i liczba naturalna k ~ l
takie, ze dla dowolnegon ~ k przeksztaleeniafnlU i/n+11 U sa homotopijne wV,
tzn. istnieje przeksztalcenieH:Ux [O, l] --+ V, dla którego H(x, O) = fn(x)
iH(x, l) = fn+ 1(X) dla kazdegoXE U.

Definicja 3. Niech f= {Jn:M --+ N}::"=1 bedzie ciagiem podstawowym z(X, M)
do (Y, JIi), a g = {gn:N --+ P}::"=l ciagiem podstawowym z(Y, N) do (Z, P).
Zlozeniem g' f ciagów f i g nazywamy ciag h= {gn/n:M --+ P}::"=l'

Uwaga. Przy definicji 3 nalezy sprawdzic, ze ciag{gnfn:M --+ P}::"=ljest ciagiem
podstawowym.

Definicja 4. Ciagiem identycznosciowym id(x.M) nazywamy ciag podstawowy
{idM: M --+ M}::"= 1, zlozony z przeksztalcen tozsamosciowych.

Definicja 5. Dwa ciagi podstawowe{Jn:M --+ N}::"=l i {Jn:M --+ N}::"=l Z (X, M)
do (Y, N) sa homotopijne, jezeli dla kazdego otoczeniaV przestrzeniY w N
istnieje otoczenieU przestrzeniX w M i liczba naturalna k ~ l taka, ze dla
dowolnegon ~ k przeksztalceniafnIUi/~IU sa homotopijne wV.

Definicja 6. Dwie przestrzenieX i Y maja ten sam ksztalt jezeli istnieja: retrakty
absolutneM i N zawierajaceX i Y odpowiednio, ciagi podstawowe f z(X, M)
do (Y, N) i g z (Y, N) do (X, M) takie, ze g' f jest homotopijne z id(x.M) i f· gjest
homotopijne z id(Y.N)'

Jako test na zrozumienie powyzszych definicji proponuje przekonac sie, ze opisana
na wstepie przestrzen Z ma ksztah przestrzeni jednopunktowej.

Mozna wykazac, ze przestrzenieM i N wystepujace w Definicji 6 sa nieistotne
w tym sensie,Ze jesli zachodza warunki wymienione w Definicji 6 dla pewnych
przestrzeniM i N, to sa one spelnione dla kazdej pary retraktów absolutnychM'
i N' zawierajacychX i Y odpowiednio. Takze mozna pokazac, ze przestrzenie
o tym samym typie homotopii maja ten sam ksztah, a fakt odwrotny jest
prawdziwy dla absolutnych retraktów otoczeni owych.

Teraz mozemy okreslic czym zajmuje sie teoria ksztaltu. Jest to badanie
niezmienników ksztahu, tzn. takich wlasnosci przestrzeni, które zachowuja sie, gdy
zastapimy ja przez dowolna przestrzen o tym samym ksztalcie.

Jako kolejne cwiczenie proponuje Czytelnikowi przekonac sie, ze spójnoscjest
niezmiennikiem ksztaltu, a takze zastanowic sie, które ze znanych niezmienników
topologicznych sa takze niezmiennikami w teorii ksztaltu ..
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Rozwiazanie zadania F 76.
Niech w czasie t masa kropli wynosi m, a jej

promien r. W czasietlt objetosc kropli
wzrosnie o4nr'tlr z dokladnoscia do

czlonów rzedu (dr)', gdzie tlr jest przyrostem

promienia kropli. Zatem przyrost· masy

kropli wyniesie tlm = 4nr'tlr (gestosc wody

wynosi I). Zgodnie ze wskazówka mamy

dm = 4nr2~ _ 4nr' skad ~r. = const.tli dt ' tlt

Stad wynika, ze r= Kt, gd~ie K jest
pewnym wspólczynnikiem. Przyjelismy, ze
r = O orazv = O dla t = O. Zgodnie z druga

zasada dynamiki

dp
dt = mg,

d· P" 4 3
g Zle p = mv. omewaz m =:= 3" nr =.

= ~ nK3t3t wiec równanie powyzsze mozna
3

zapisac w postaci

~(t3V) = gf3,
dt

skad

po scalkowaniu (rózniczkowac nie nalezy,

gdyzv zalezy pdt) otrzymujemy

3 l .. l
t V= '4 gt' l ostateczmev = '4 gt.
Kropla spada z przyspieszeniem jednostajnym
równym czwartej czesci przyspieszenia

ziemskicio. Kropla taka jest "a~tyrakieta";
zamiast tracic - zyskuje podczas ruchu ma>;e.

Jednym z ciekawszych niezmienników ksztaltu jest punktowa l-przesuwalnosc.

Definicja 7. ContinuumX nazywamy punktowo l~przesuwalnym, jezeli dla
punktu Xo E X i kazdego otoczeniaU przestrzeniX w M E AR istnieje otoczenieW
przestrzeniX w M spelniajace nastepujacy warunek:
dla kazdego otoczeniaV przestrzeniX w M i kazdego przeksztalceniaf: (SI, a) ~
~ (W, xo), gdzie SI jest okregiem ia dowolnym punktem okregu, istnieje
przeksztalcenieH: SI X [O, I] ~ U, dla którego H (x, O) = f( x) dla x E SI,
H(a, t) = f(a) dla O ~ t ~ l i H(Sl x {l}) c V.

Okazuje sie, ze wszystkie continua lukowo spójne, a takze podcontinua rozmaitosci
dwuwymiarowych sa punktowo l-przesuwalne. Jednym z najwazniejszych wyników
dotyczacych tego pojecia jest

Twierdzenie 8[J. Krasinkiewicz]: Kazde continuum punktowo
l-przesuwalneX ma ksztalt pewnego continuum lokalnie spójnego.

Tak wiec klasa continuów majacych ksztalt continuów lokalnie spójnych posiada
prosta charakteryzacje wyrazona warunkiem wystepujacym w Definicji 7.

Standardowym przykladem continuum nie bedacego punktowo l-przesuwalnym
jest solenoid diadycznyD, który mozna sobie wyobrazic jako przeciecie takiego
nieskonczonego ciagu zstepujacego pierscieni do gry ringo{Pn}~=l> ze Pn+1 jest
dwukrotnie nawiniety we wnetrzuPn. Solenoid diadyczny czesto wystepuje
w róznych dzialach matematyki.
Poniewaz podcontinua plaszczyzny sa punktowo l-przesuwalne, wiec jako wniosek
otrzymujemy; ze solenoid diadyczny nie jest zanurzalny w plaszczyzne
(tzn. plaszczyzna nie zawiera zbioru homeomorficznego z solenoidem diadycznym).

Zachodzi nawet mocniejszy rezultat: Iloczyn kartezjanski solenoidu diadycznego
i odcinka jednostkowego nie jest zanurzalny wE3.

Zostal on uzyskany przez D. R. McMiJJana przy uzyciu nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 9[J. Krasinkiewicz - D. R. McMi/lan]. Niechf:X ~ Y bedzie
ciaglym odwzorowaniem continuum punktowo l-przesuwalnegoX na Y. Wtedy
przestrzen Yiest punktowo l~przesuwalna.

,
Przed praca McMillana wiedziano jedynie, ze stozek nad solenoidem diadycznym
nie jest zanurzalny wE3 i w dowodzie istotnie korzystano z wlasnosci wierzcholka
tego stozka.

Mam nadzieje, ze na przykladzie punktowej l-przesuwalnosci mozna bylo
zobaczyc jak wyglada w praktyce rozwiazywanie glównego problemu teorii
ksztaltu:

Podac warunki na to, by dana przestrzen miala ksztalt pr.zestrzeni
o dobrych wlasnosciach lokalnych.

Uwagi koncowe. Teoria ksztaltu jest dziedzina mloda i wciaz rozwijajaca sie. Zostala

zapoczatkowana przez Profesora Borsuka praca"Concerning homotopy properties oj compacta"
opublikowana w 1968 roku w Fundamenta Mathematicae. Zyskala szczególny rozglos po
odkryciu przez T. A. Chapmana w 1972 roku glebokiego zwiazku miedzy ksztaltem przestrzeni
polozonych w pseudownetrzus kostki Hilberta Qoo (s jest zbiorem punktów (x, X2, ... ) E Qoo

takich, ze 0< x. < l/k, k = 1,2, ... ) a typem topologic~nym ich dopelnien wQoo. Udowodnil
on mianowicie, ze dwa kompaktaX i Y w s maja ten sam ksztalt wtedy i tylko wtedy, gdy
Qoo_ X i Qoo_ y sa homeomorficzne. Do zainteresowania sie teoria ksztaltu przyczynilo sie takze.
sformulowanie i udowodnienie przez M. Moszynska w 1973 roku odpowiednika twierdzenia
Whiteheada.

Istnieje juz dosc obszerna literatura (przeszlo 400 prac) poswiecona teorii ksztaltu i jej
zastosowaniClm do innych dzialów topologii, w której pokazny udzial maja Profesor Borsuk
i jego uczniowie. Ponadto istnieja dwa opracowania monograficzne:
Karol Borsuk, Theory oj shape,Monografie Matematyczne 59, Warszawa 1975,
oraz

Jerzy Dydak i Jack Segal,Shape theory: An introduction,Lecture Notes in Math. 688, Sprmser
1978.
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