
Zamieszczony obok artykul (i wszystkie inne
artykuly matematyczne t"go numeru Delty)
jest poswieCony teoni punktów stalych
przeksztalcen ciaglych. Jest to trzeci artykul
z cyklu, prezentujacego najbardziej znane
zagadnienia, które ugruntowaly slawe .
polskiej szkoly.matematycznej w topologii.
Pierwszy artykul poswiecony byl teoni
retraktów (Delta 3/1979), drugi - teoni
ksztaltu (5/1980). Faktycznym twórca tych
dwu teoni jest profesor Karol Borsuk, który
równiez mial decydujacy udzial w rozwoju
teorii punktów stalych odwzorowan ciaglych.

o punktach

Doc, dr Lech GÓRNfEW feZ

Rozwiazywanie równan stanowi wazna czesc szkolnego programu matematyki. Równania, które
rozwiazujemy w szkole, mozna by scharakteryzowac nastepujaco:

a) dana jest funkcjaf:A -+ R, gdzie A jest pewnym podzbiorem zbioru liczb rzeczywistychR,
b) znajdujemy te wszystkie liczbyx e A, dla którychf(x) = O•.

Jezeli dane jest równanief(x) = O, to interesuja nas dwa pytania, a mianowicie:

y

l) czy istnieje rozwiazanie tego równania (w tym momencie nie interesujemy sie sprawa, co jest
rozwiazaniem)?-
2) w przypadku pozytyWnej odpowiedzi na pytaniel) zastanawiamy sie, jak wyznaczyc
rozwiazania.

K" ~ (x E R":d(x, O) " l}.

K" omacza tu domkniet'l kule jednostkow'l
w R", tj.

PojecI" ciaglosci odwzorowan omówione jest
dokladnie np. w ksiazce A. LelkaZbiory,
PZWS 196«>.W Delcie o podobnych sprawach
pisala M. Moszynska (1/1975 i 5/1975).

W wielu przypadkach dysponujemy tylko odpowiedzia na pytaniel). Weim.y na przyklad równanie

(~r~x = O. Jezeli sporzadzimy wykresy funkcjif(x) = (~ r i g(x) = x, to
widocznym jest, ze wykresy te maja dokladnie jeden punkt wspólny. To znaczy, ze
nasze równanie ma dokladnie jedno rozwiazanie. Widocznym jest równiez, ze rozwiazanie to jest
liczba z przedzialu (O, 1), natomiast nie potrafimy prosto wyznaczyc tej liczby.
Pojecie punktu stalego, którym bedziemy zajmowac sie w tym artykule, jest scisle zwiazane
z pojeciem rozwiazania równania. Zacznijmy od prostej uwagi. NiechA bedzie podzbiorem
trójwymiarowej przestrzeni euklidesowejR3 i niech f: A -+ R" bedzie pewnym odwzorowaniem.
Nic nie stoi na przeszkodzie, aby zapytac, dla jakichx e A mamy f(x) = O, gdzie O = (O, O, O)

jest punktem o zerowych wspólrzednych wR3• Widzimy wiec, ze "szkolne" pojecie równania ma
sens nie tylko w przypadku funkcji o dziedzinie i przeciwdziedzinie rzeczywistej. Postawmy te
sprawe w troche zmienionej postaci. Rozpatrzmy funkcje (caly czas slowa funkcja i odwzorowanie
traktujemy jako synonimy)f:X -+ X, gdzie X jest dowolnym zbiorem. Pytamy, czy istniejex e X
takie, zef(x) = x. Element x e X taki, zef(x) = x nazywamy punktem stal)'modwzorowania/.
Jezeli weim.iemyX = A C R3, to pytanie o istnienie punktu stalego odwzorowaniaf~X-+ Xjest
równowazne pytaniu o istnienie rozwiazania równaniag(x) = O, gdzie g:X -+ R3 jest dane

wzorem: g(x) = f(x)-x. W ogólnej sytuacji pytanie o istnienie punktu stalego
odwzorowaniaf:X -+ X jest po prostu pytaniem o istnienie rozwiazania rbwllaniaf(x)= x (takie
równanie ma sens na dowolnym zbiorze!).

Mam nadzieje, ze te wstepne uwagi umotyWowaly Czytelnikom potrzebe zajmowania sie
punktami stalymi. Przejdziemy obecnie do spraw zasadniczych w tym artykule. Na poczatek
odnotujmy, ze w odniesieniu do punktów stalych mozna sformulowac pytania analogiczne do

l) i 2) powyzej. Pierwsza czesc naszej dyskusji p punktach ~talych bedzie dotyczyla pytanial).
Dla ustalenia uwagi umawiamy sie, ze przezX stale oznaczac bedziemy pewien podzbiórR3 oraz

ze ~rzez odwzorowanief:X -+ X bedziemy rozumiec odwzorowanie ciagle. Wyjasnimy, w krótkiej
formie, jak rozumiec w tym przypadku ciaglosc odwzorowania.
Niech x = (X1o X2, X3) iJI = ()'10 )'2, )'3) beda dwoma punktami wR3• Przypomnimy, ze
odleglosc tych punktów wyraza wzór:

d(x, y) = y (X~-=)'1)2+ (X2-Y2)2+(X3- )'3)2.

Mówimy, ze ciag punktów {x"} c X jest zbiezny do punktux e X wtedy i tylko wtedy, gdy
ciag liczb rzeczywistych {d(x", x)} jest zbiezny do liczby zero. Odwzorowanief:X -+ X nazywamy

ciaglym, jezeli dla kazdego ciagu{x"} c X zbieznego do punktux e X ciag wartosci {f(x")}
jest zbiezny dopunktuf(x).

Bedziemy mówic, ze zbiórX ma wlasnosc punktu stalego, jezeli kazde (ciagle) odwzorowanie
f:X -+ X ma punkt staly. POdanie warunków wystarczajacYch na to, aby dany zbiór mial wlasnosc
punktu stalego, dawaloby w pelni zadowalajaca odpowiedz na interesujace nas pytaniel),
postawione w odniesieniu do punktów stalych. Nietrudno podac proste przyklady zarównoDa

"tak" jak i na "nie". Jezeli na przykladX = {xo} jest zbiorem jednopunktowym, to oczywiscie
ma wlasnosc punktu stalego, ale juz zbiór dwupunktowyX = {xo, xd wlasnosci tej nie ma
(dlaczego?). ZbiórX = R3 równiez nie ma wlasnosci punktu stalego, gdyz na' przyklad
odwzorowanief:R3 -+ R3 dane wzorem:f(x., X2, X3) = (Xl + l, X2+ l, X3+ 1) nie ma punktów
stalych. Pewna odpowiedz na pytanie, jakie zbiory maja wlasnosc punktu stalego, daje twierdzenie
Brouwera.

TwlenlzeDle BrOllWa'll. Kulo K3 1tID wlasnosc punktu stalego.

x

~+ \
y=2'X

Luitzen Ellbertus Jan Brouwer (1881-1966)-
matematyk holenderski, znany lllównie ze
swoich prac z zakresu topolOIii i logiki.
Cytowane obok twierdzenie o punkcie stalym
pochodzi 2: 19lOroku.

Poniewaz wskazniki na dole(x.) oznaczaja
czesto wspólrzedne punktów, autor stawia
wskazniki wyrazów ciallUna górze. Ten
symbol nie ma tu nic WSPÓ1nello
z polellowaniem.
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Retrakt zbioru posiadajacego wlasnosc punktu stalego ma równiez wlasnosc punktu stalego.

Przypuscmy, zeX ma wlasnosc punktu stalego iA jest retraktem X. Dysponujemy dwiema
funkcjami: r:X -+ A, r(x) = X dla kazdegoX e A, oraz i:A -+ X, i(x) = x. Tak wiec mamy

(r o i) (x) = X dla kazdegoX e A. Proponujemy Czytelnikowi przeprowadzic dowód tego wniosku

stosujac metode analogiczna jak w dowodzie wniosku pierwszego (informacja(roi) (x) = X

w pelni wystarcza!).

Okazuje sie, ze zwiazek pomiedzy twierdzeniem Brouwera i pojeciem retraktu jest glebszy.

Oznaczmy przezSZ sfere jednostkowa (tj. powierzchnie kuliK3).

~ pole zamalowaneoobszar Br d~Oga kr6la

$2 = {XE KJ:d(x.O) = I) =
{(Xl. Xl. XJ) E R!:xi +x; + x; = 11.

Do sprawy dowodu, jak równiez komentarza uzupelniajacego powyzsze twierdzenie wrócimy
pózniej. Obecnie omówimy niektóre konsekwencje twierdzenia Brouwera. Poznamy inne zbiory

Rozwiazanie zadania M 2JS majace wlasnosc punktu stalego.
Powiekszmy szachownice. dodajac przy jej dolnym •...... 3 ...
b ' d d ól' alo anych '1 PrzypuSCmy, ze dan)( jest zbiórX oraz dwa odwzorowama (ciagle)g:X -+ K I h:K3 -+ X takle, zerzegu je en rza p mc zarn w , '.

rozpatrzmy obszar A zlozony ze wszystkich pól, (h o g) (x) = X dla kazdegox e X oraz (g o h) (x) = x dla kazdegox e K3. Wtedy mówimy, ze
do których moze dotrzec wieza wychodzac zbiór X jest homeomorficzny zK3. Na przyklad kula domknietaKf o srodku w punkcie (1,1,1)
z dodanego rzedlj i nie przechodz:'c przez pola i prom'ieniu 1 jest homeomorficzna zK3; odpowiednie odwzorowaniag:Kf -+ K3 i h: K3 -+ Kf

zamalowane. Teza naszego zadama Jest. (
równowazna temu, zeA zawiera pewne pole przy dane sa wzorami:g(XI, xz, X3) = (xl-l, xz-I, x3-1), h Xl, Xz, X3)= (Xl +1, xz+ l, X3+1).

górnym brzegu szachownicy. Przypuscmy, ze takProponujemy Czytelnikowi zastanowic sie, jak wykazac, ze kazda kula domknieta (o dowolnym
nie jesl. Dolaczajac doA wszystkie pola lezace' srodku i dowolnym promieniu), kazdy prostopadloscian, kazdy ostroslup jeslhomeomorficzny
calkowicie wewnatrz niego, otrzymamy nowy 3 .... " h f' 3 .•B Ó .••• ól przy górnym ZK . DysponUjemy Wiec calkiem bogata klasa zblOrow omeomor Icznych zK . PrawdzIwy jestobszar ,r wntez me zawierajacy p

brzegu szachownicy. którego brzegiem jest nast.epujacy wniosek z twierdzenia Brouwera:
zamknieta lama na. Niech teraza i b beda punktami

tej lamanej lezacymi odpowiednio na lewym Kazdy zbiór homeomorficznyz K3 ma wlasnosc punktu stalego.
i prawym boku szachownicy i najblizszym i
górnemu jej brzegowi (gdyby na bocznych Istotnie, rozpatrzmy odwzorowanief:X -+ X. Wykazemy, zef ma punkt staly. Oznaczmy przez
krawedziach szachownicy takich pól nie bylo, g:X -+ K3 i h:K3 -+ X odwzorowania ustalajace homeomonizm. Wtedy zlozenieg of o h jest
wieza moglaby przejsc z .dolu do góry~. Lamana .t~odwzorowaniem K3 w K3 i na mocy 'twierdzenia Brouwera istnieje punktX e K3 taki, ze

zawiera droge laczacaa I b, przebIegajaca powyzeJ ..••.. ' .. () '"dolnego brzegu szachownicy i rozdzielajaca pola (g o f o h)(x) = x. Z ostatmej rownoscl wymka, ze(h o g of) h(x) = h(x) I pomewaz
zamalowane od nie zamalowanych. Król moze (h o g of o h) (x) = (f o h) (x) otrzymujemy, zef(h(x) = h(x). Pokazalismy wiec,
przejSC od lewego do prawego brzegu szachownicyze odwzorowanief ma punkt stalyh(x).
po zamalowanych polach przylee1ych do tej " .
d· b I . nl'u Do wYPowledzema mnej konsekwenCJI z tWlerdzema Brouwera potrzebUjemy pOjecia retraktu.rogi - w rew za aze .

Przypuscmy, zeA c X C R3• Zbiór A nazywac bedziemy retraktern zbioruX wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje (ciagle) odwzorowanier:X -+ A takie, zer(x) = X dla kazdegoX e A. Niech A bedzie
srednica Jezaca !la osiXl kuli K3. Wtedy A jest re!TaktemK3, gdyz funkcja r:K3 -+ A dana
wzorem r(x" Xz, :x.} = (Xl, O, O) spelnia wymagane zadania. Mozna podac wiele przykladów
retraktów. Proponujemy Czytelnikowi zastanowienie sie nad ta sprawa. Sadzimy, ze na
podstawie powyzszego' przykladu Czytelnik.potrafi powiedziec, dlaczego kazda srednicaK3 jest
retraktern K3, a takze dlaczego przekrójK3 dowolna plaszczyzna jest ret.raktemK3. Jako
przyklady retraktów prostopadloscianów i ostroslupów moga sluzyc krawedzie i sciany boczne .

• Dla jasnosci dodajmy, ze retrakty nie musza miec tak "regularnych ksztaltów" jak w powyzszych

przykladaci). Na przyklad luk lezacy w prostopadloscianie laczacy dwa punkty na przeciwleglych
scianach jest retraktern tego prostopadloscianu.
Przykladów zbiorów majacych wlasnosc punktu stalego dostarcza nam nastepujacy wniosek
z twierdzenia Brouwera:

PI."Ir6wnaj 7.ad3n t M237.

y

x

Twierdzenie Brouwera jest równowazne _temu, zeSZ nie jest retraktem K3.

Dowiedziemy tego metoda niewprost. PrzypuSCmy, ze istnieje odwzorowanier:K3 -+ SZ takie, ze

r(x) = X dla kazdegoX e SZ. Wtedy odwzorowanie f: K3 -+ K3 dime wzorem:f(x) = -r(x) nie
ma punktu stalego. Na odwrót, jezeli przypuscimy, ze istnieje odwzorowanief:K3-+ K3 bez
punktów stalych, to mozna okreslic funkcje (ciagla)r:K3 -+ SZ taka, zer(x) = X dla kazdego
X e SZ (patrz rysunek).

Twierdzenie Brouwera sformulowalismy, dla prostoty, dla kuliK3 c R3• W gruncie rzeczy jest

ono prawdziwe dla dowolnej kuli domknietejK" w przestrzeni euklidesowej n-wymiarowejR" i co
wiecej, przedstawione wyzej wnioski z twierdzenia Brouwera pozostaja prawdziwe dla podzbiorów
R". Wiemy juz, ze kula domknietaKZ na plaszczyznieRZ jest retraktem K3, dalej, dowolny
odcinek [a, b] jest retraktern pewnej kuli domknietej wR3 (zawsze mozemy znalezc taka kule,
aby odcinek [a, b] byl jej srednica). Nie jestesmy w stanie dac nawet szkicu dowodu twierdzenia
Brouwera dlaKZ lub K3, gdyz wymaga on znajomosci wielu dodatkowych faktów. Natomiast
w przypadku odcinka [a, b] dowód jest elementarny. Naszkicujemy go dla odcinka [0,1]. Niech
f:[O, 1] -+ [0,1] bedzie funkcja ciagla. Wykres tej funkcji lezy w kwadracieO O;; X O;; l, O O;; y-O;; 1.

Funkcja f ma punkt staly wtedy i tylko wtedy, gdy jej wykres ma punkt wspólny z przekatna
kwadratu. Przypuscmy, ze wykresfnie przecina przekatnej kwadratu. Z tego, ze funkcja ciagla
na odcinku musi przyjmowac. wszystkie wartosci posrednie pomiedzy danymi wynika, ze wykresf
lezy calkowicie nad przekatna lub lezy calkowicie pod przekatna kwadratu. Jezeli wykresf
lezalby calkowicie n'ad przekatna, to funkcjaf nie moglaby byc okreslona w punkcieX = 1
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Wprost z okreslenia odwzorowania
zwezajacego mamy

d(x", x·) '" J."d(xO, x·-").

Z kolei dla odlegloscid(xO, xk) mamy
oszacowanie

1- J.k

d(xO, xk) '" ---r=-T d(xO, x'),

latwe do udowodnienia np. przez indukcje.
Przyjmujack = n - m i pomijajac skladnik
- J.k w liczniku ostatniego ulamka dostajemy
(dla n;;' m)

J."

d(x·, x.,) '" -r=-I d(xO, x').
Poniewaz ..t < 1, wiec prawa strona staje sie
dowolnie mala, gdym '(a wiec in) jest
dostatecznie duze. Zatem ciag{x"} spelnia
warunek...cauchy'ego i wobec zalozonej

zupelnosci przestrzeni X jest ciagiem
zbieznym do pewnego punktux E X.

Ma to znaczenie przy rozwiazywaniu równan
rózniczkowych (p. artykul M. Kuczmy).

Przestrzenie zupelne - to takie przestrzenie
metryczne, w kt6rych spelnienie warunku lO

Cauchy'ego przez ciag implikuje zbieznosc
tego ciagu. Przestrzen euklidesowa i wszystkie

jej domkniete podzbiory sa zupelne.

Jezeli natomiast wykresI lezy calkowicie pod' przekatna, to funkcjaInie bylaby okreslona
w punkcie x = O~Za kazdym razem otrzymujemy sprzecznosc z tym, zeIjest okreslona na
[O, l].

Ostatnia czesc tego artykulu poswiecimy sprawie istnienia i metodzie wyznaczania punktów

stalych. Zbiór X c R3 nazywamy domknietym wR3, jezeli dla kazdego ciagu punktów{x"} c X
z tego, ze ciag{x"} jest zbiezny do punktux €i R3, wynika, iz x E.!.

Odwzorowanie I:X -+ X nazywamy zwezajacymwtedy i tylko wtedy, gdy istniejel, O ~ l < l
takie, ze dla 'dowolnychx, y €i X spelniona jest nierównosc:

d(l(x).J(y» ~ l· d(x, y).

Pozostawiamy Czytelnikowi podanie przykladów odwzorowan zwezajacych.

Twierdzenie Banacha.Jezeli C jest domknietym podzbioremR3, to kazde odwzorowanie zwezajace
I:X -+ X ma dokladnie jeden punkt staly.

Dowód. Niech Xl bedzie dowolnym punktemX. Okreslamy: XZ = I(xl) , ••• , x" =I(X"-l), ....

Z okreslenia i zalozenia o zwezeniu mamy:d(x"+!, x·) = d(f(x·).J(x"-I» ~ l: d(x", X"-l), co
znaczy, ze przy wzroscien odleglosc pomiedzy XHI ix" maleje. Uwaga ta'pozwala pokazac
(patrz margines), ze ciagx" jest zbiezny do pewnego punktux, a poniewaz X jest domknietym
podzbiorem R3, to x E X. Z tego, zeI jest odwzorowaniem ciaglym (wynika to, natychmiast

z tego, ze jest odwzorowaniem zwezajacym l), ciag{I(x")} jest zbiezny doI(x). Z drugiej strony
ciagi {/('~")} i {x·} róznia sie tylko o jeden wyraz, skad/(x)= x. Twierdzimy, zex jest jedynym
punktem stalym odwzorowaniaf Istotnie, jezeli x' oF x jest równiez punktem stalymJ. to na
mocy zalozenia mamy:d(f(x'),/(x» ~ l· d(x', x) i wobec równosci/(x') = x'J(x) = x
otrzymujemy d(x', x) ~ l· d(x', x), ale ostatnia nierównosc jest niemozliwa, boO ~ l < 1
ix oF x'.

Powyzszy dowód twierdzenia Banacha podaje metode wyznaczania punktu stalego. W tym celu
wystarczy wystartowac od dowolnego punktuXl €i X, rozpatrzyc tak zwany ciag iteracji tego
punktu, tj. ciag {x"}, gdzie x" = I(X"-l). Granica ciagu iteracji jest Uedynym) punktem stalym
odwzorowania f Godnym odnotowania jest fakt, ze ciag iteracji ma zawsze te sama granice
niezalezna od Xl. Twierdzenie Banacha sformulowalismy tylko w przypadku domknietych
podzbiorów R3, w istocie jest ono prawdziwe dla podzbiorów domknietych dowolnej przestrzeni
euklidesowej R", co wiecej, istnieje klasa przestrzeni metrycznych zwanych zupelnymi, dla których
twierdzenie to pozostaje w mocy.

Odnotujmy, ze zlozenie odwzorowania zwezajacego z retrakcja lub homeomorfizmem nie musi

byc odwzorowaniem zwezajacym· (podajcie przyklady!). Oznacza to, ze metoda stosowana
, w przypadku twierdzenia Brouwera nie mozna wyptowadzic wniosków z twierdzenia Banacha.

Obecnie wyjasnimy, czy twierdzenie Banacha pozostaje prawdziwe dla retraktów i zbiorów

homeomorficznych z podzbiorami domknietymi przestrzeni euklidesowej. Zauwazmy na
poczatek, ze jezeliA jest retraktem X, to A jest domknietym podzbioremX. Istotnie, jezeli
{x"} c A i limx" = x, to Iimr(x") = rex), ale rex") = x", bo x" €i A. Zatem ciagi {x"} i {rex")}
sa identyczne i w konsekwencjirex) = x. Wobec tegox E A, co dowodzi, zeA jest domknietym
podzbiorem X. Wobec tego twierdzenie Banacha pozostaje prawdziwe dla retraktów podzbiorów
domknietych w przestrzeniach euklidesowych (bo sa 'one równiez podzbiorami domknietymi
przestrzeni euklidesowych). Jednakze wypowiedzenie tego wniosku nie dostatcza nam ani jednego'
nowego przykladu zbioru, dla którego prawdziwe jest to twierdzenie.

A Co sie dzieje w przypadku zbiorów homeomorficznych z podzbiorami domknietymi
w przestrzeniach euklidesowych? Twierdzenie Banacha jest oczywiscie prawdziwe dla zbioru liczb
rzeczywistych R (jedno z mozliwych uzasadnien otrzymujemy po zauwazeniu, zeR jest retraktem

R3 l). Odcinek (- ~ ' ~) jest homeomorficzny zR (odPowiedni homeomorfizm ustala funkcja

tg: (-~, ;) -+ R i funkcja odwrotna do tg). Jednakze dla odcinka ( - ; , ~) twierdzenie

Banacha jest nieprawdziwe. Aby sie o tym przekonac, rozpatrzmy funkcjeI: (- !!.., :.:...)-+• 2 2

-+ (- ~ ' ;), I(x) = ~ .(x- ~). Widzimy, zeJjest odwzorowaniem zwezajacym(l = ~)

:re :re ( :re :re)
i nie ma punktów stalych, gdyz/(x) = x zachodzi tylko dlax = - -, ale - -~ - -, - •2 2 2 2

&


