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W artykule obok profesor Karol Borsuk,

twórca teorii retraktów (patrz Delta 3/1979)
i teorii ksztaltu (patrz Delta 5/1980),

przedstawia nowe podejscie do problematyki

geometrii wewnetrznej. dotychczas mieszczacej

sie w ramach geometrii rózniczkowej
i nemannowskiej.
Delta ma zaszczyt przedstawic pierwsza

prace z zakresu stworzonej w ten sposób
problematyki. Bardziej szczególowe

opracowanie podanych wyników ukaze sie

w Biuletynie Polskiej Akademii Nauk (seria

nauk matematycznych), w nadchodzacym
roku.

1. Metryka wewnetrzna. Podstawowym dla geometrii jest pojecie odleglosci.
. W n-wymiarowej przestrzeni euklidesowejEn, odleglosc dwóch punktów
x = (Xl' ... , xn) i y = (Yl, ... , Yn) wyraza sie wzorem

(1.1)

a w przestrzeni HiIberta H, której punktami sa ciagi liczbX = (Xl' x2, H')
.n

spelniajace warunek L xl < 00, odleglosc punktu X od punktu y = (Yl, Y2, ... )
;=1

_ wyraza sie wzorem

(1.2)

Ta przestrzen nie spelnia warunku (1.4).

Dlugosci kolejnych fragmentów, ,sinusoidy"

pomiedzy dwoma kolejnymi grzbietami sa

wieksze od odpowiednich wyrazów szeregu
. I l I I

harmOnicznego "2 +"3 + 4" + S + ....
Z rozbieznosci tego szeregu wynika, ze

dlugosc widocznej na rysunku krzywej jest
nieskonczona.

Ta przestrzen nie spelnia warunku (1.5),

wiec takze nie jest lIeometrycmie

dopuszczalna.

Wzór (1.2) jest' ogólniejszy od wzoru (1.1), poniewaz przestrzenEn mozemy
uwazac za podzbiór przestrzeniH, zlozony ze wszystkich punktów postaci
(Xl' ••• , Xn, O, O, ... ). Wzór (1.2) okresla metrykee dla kazdej przestrzeni A
bedacej podzbiorem przestrzeniH.
Zauwazmy jednak, ze takie pojecie odleglosci odbiega od pqtocznego rozumienia
odleglosci punktów x, Y E A, poniewaz mówiac o odleglosci miedzyX i Y
w przestrzeni A, bierzemy pod uwage nie tyle liczbee(x, y), ile dlugosc dróg
W przestrzeni A, które nalezy przebyc, aby odX przejsc doy. TaIc np., jezeli
powierzchnie Ziemi traktujemy jako sfere82 polozona w przestrzeni E3, to
mówiac o odleglosci miedzy punktamix, Y E 82 mamy zazwyczaj na mysli dlugosc
drogi, która trzeba na82 przebyc, aby odX przejsc doy, a wiec liczbe, która dla
x ~ y jest wieksza od odleglosci tych punktów w sensie metrykie. Przez luk L
laczacy punkty x, y w przestrzeni A rozumiemy obraz przedzialu liczbowego
<0, l> przy homeomorfizmie s: <0, l> ~Le A, zwanym przedstawieniem
parametrycznym luku L zawierajacego oba punktyx i y. Przez dlugosc tego luku
rozumiemy liczbe I LI, która mozemy okreslic jako kres górny liczb postaci
k

L e(s(t;), ;(ti+l»)' gdzie 0= to < tl < ... < tl: < t"+1 = l.
;=0 .

Wiadomo, ze tak okreslona liczbal LI nie zalezy od sposobu obrania
przedstawienia parametrycznego luku L. Kladac

(l 3) .{e~(x, y) = kres dolny liczb ILI, gdzie L przebiega. wszystkie luki laczacex i y w przestrzeni A,

otrzymamy pojecie odleglosci punktówx, y w przestrzeni A. Jasne jest jednak, ze
nie w kazdej przestrzeni A (o danej metryce e) liczba e,..(x, y) jest okreslona
i skonczona dla kazdej pary punktówx, y E A: potrzeba, by przestrzenA
spelniala warunek

(lA) {Dla ~~dYc~ punktów x, y E A istnieje w A luk L o skonczonejdlugoSCI taki, zex, y E L .

Przy spelnieniu przez przestrzenA warunku (lA), wzór (1.3) przyporzadkowuje
kazdej parze punktów x, y E A liczbe eA(X, y), która spelnia wszystkie aksjomaty
odleglosci. Tak okreslona funkcjeeA nazywamy metry,ka wewnetrzna
w przestrzeni A. Spelnia ona warunek '

e(x, y) ~ eA (x, y) dla kazdej pary punktów x, y E A.

Aby jednak przejscie od danej metryki edo metryki wewnetrznejeA nie
powodowalo zmiany topologicznych wlasnosci przestrzeniA, nalezy jeszcze
zalozyc, ze przestrzen ta spelnia warunek

IDla kazdego punktu x E A i kazdej liczby e > O,

(1.5) istnieje otoczenie U"'.~dla x w A takie, ze dla
kazdego punktu y E U", •• jest eA (x, y) < e.
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Przestrzen metryczna nazywa sie lokalnie
spójna, jezeli kazdy jej punkt ma dowolnie
male spójne otoczenie. Continuum to
przestrzen metryczna zwarta i spójna.

Rozmaitosc topologiczna to spójna
przestrzen lokalnie homeomorficzna
z przestrzenia euklidesowaEn. Mówimy, ze na
takiej rozmaitosci dana jest metryka
riemannowska, gdy kwadrat rózniczki
dlugosci luku w tej przestrzeni w lokalnych
ukladach wspÓlrzednych wyraza.sie wzorem

n

d.' = L K/j(X', ... xn)dx/ dXJ,
i.j=1

gdzieKIJ sa funkcjami rózniczkowalnymi.

W geometrii elementarnej przez sympleks
rozumiemy najmniejszy zbiór wypukly
(polozony w przestrzeniEn) zawierajacyn + I
punktów" w polozeniu ogólnym" (zadne
trzy nie leza na linii prostej, zadne cztery nie
sa wspólplaszczyznowe itd.). Sympleksy
jednowymiarowe to odcinki, dwuwymiarowe -
trójkaty, a trójwymiarowe - czworosciany.
W topologii nazywamy sympleksem kazdy
zbiór homeomorficzny z takim sympleksem
"elementarnym". przez triangulacje
wieloscianu rozumiemy taki jego podzial
na sympleksy, przy którym kazde dwa
sympleksy jesli sie przecinaja, to wzdluz calej
wspólnej k-wymiarowej sciany, krawedzi qy
wierzcholka. Na ponizszym rysunku widzimy
dwa podzialy kwadratu na trÓjkaty, z których
tylko pierwszy jest triangulacja.

~~

ttPotitop" jest pojeciem nieco ogólniejszym
od wielokata czy wieloscianu. Rysujac na
plaszczyznie siatke trójkatów równobocznych
tak, jakbysmy ukladali kafolki, otrzymujemy
jej triangulacje. Plaszczyzna jest wiec
politopem. Z kolei politopem nie jest
przestrzen przedstawiona na rysunku
ponizej a nawet zwykle kolo.

Powiemy, ze przestrzenA (z metryka e) jest geometrycznie dopuszczalna
(w terminologii angielskiej geometrically acceptable),w skróceniu A E GA, jezeli
spelnione sa oba warunki (l.4) i (1.5).

Przyklady: Przestrzenie wypukle sa geometrycznie dopuszczalne, przy czym metryka
wewnetrzna eA nie rózni sieod danej wA metryki e. Tak jest np. w przestrzeni
A = En, lub A = H.
Jasne jest, :zekazda przestrzenA E GA jest spójna i lokalnie spójna. Z drugiej
strony wiadomo, ze kazde lokalnie spójne continuum jest homeomorficzne
z pewna przestrzenia wypukla, a wiec z przestrzenia GA.
Do klasy przestrzeni GA naleza tez wszystkie spójne przestrzenie riemannowskie,
jak równiez wszystkie spójne wielosciany w sensie elementarno-geometrycznym,
a takze ogólniejsze od nich spójnepolitopy, a wiec przestrzenie P, dla których
istnieje skonczona lub przeliczalna triangulacjaT, której sympleksy sa rozumiane
w sensie geometrii elementarnej i spelniony jest warunek, :ze dla kazdego
punktu x E P istnieje w triangulacji T skonczona liczba sympleksów, których
suma stanowi otoczenie punktux w P. Zauwazmy tez, ze jezeliA i B sa .
przestrzeniami GA, to ich iloczyn kartezjanskiA x B jest tez przestrzenia GA,
jezeli zas A i B sa podzbiorami domknietymi przestrzeni metrycznejX, a ich
czesc wspólna nie jest pusta, toAuB E GA.

Przez izometrie wewnetrzna rozumiemy taka funkcje przeksz1fllcajaca przestrzen
A E GA na przestrzen A' E GA, ze eA(X, y) = eA'(j(X),f(y») dla kazdej pary
punktów x, y E A. Jezeli taka funkcjaf istnieje, to mówimy, ze przestrzenie
A i A' sa wewnetrznie izometryczne. Jasne jest, ze kazda izometria (w sensie
metryki e) jest izometria wewnetrzna (ale nie na odwrót), natomiast kazda
izometria wewnetrzna jest homeomorfizmem. Zlo Zenie dwóch izometrii
wewnetrznych, jak równiez odV(cócenie izometrii wewnetrznej sa izometriami
wewnetrznymi. A wiec relacja wewnetrznej izometrii jest relacja
równowaznosciowa.

Zauwazmy, ze w mysl przyjetej tu definicji dlugosci lukuL c A, przy izometrii
wewnetrznej f: A - A' luk L przechodzi na lukE c A' taki, ze ILI = IEl.
Z drugiej strony, kazdy homeomorfizm f spelniajacy ten warunek jest izometria
wewnetrzna·

Przez geometrie wewnetrzna rozumiemy tu teorie tych wlasnosci przestrzeni GA,
które zachowuja sie przy wszystkich izometriach wewnetrznych. A wiec z punktu
widzenia geometrii wewnetrznej, dwie przestrzenieA, A' E GA wewnetrznie
izometryczne sa jednakowe. Natomiast ich wlasnosci geometryczne (tj. wlasnosci
zalezne od pierwotnie przyjetych w nich metryke i e') moga byc istotnie rózne.

2. Podzbiory GA przestrzeni En. Podamy tu dowód (w postaci nieco szkicowej)
twierdzenia nastepujacego:

(2.1) Twierdzenie. Jezeli A jest GA-podzbiorem przestrzeni E", to dla kazdego
E > O istnieje w przestrzeni E2" zbiór wewnetrznie izometrycznyz A, który
w sensie metryki e ma srednice mniejsza odE •.

Dowód. Niech d bedzie dana liczba dodatnia i niech D bedzie kwadratem
w plaszczyznie E2 o wierzcholkach (O, O), (d, O), (O, ci) i (d, ci). Przyporzadkujmy

kazdej liczbie calkowitej k punkt ak = (~ d' ( 1+ Ikl~ 1 ), O) polozony na
odcinku (O, O), (d, O).

Wówczas e«(O, O), ak) < e«(O, O), ak+l) dla kazdego calkowitego k.
_ Oznaczmy przezbk wierzcholek trójkata równoramiennego lezacego w D

o podstawie al;al;+l i bokachal;bl;, bl;ak+! o dlugosci d. Niech teraz Al; oznacza

przedzial <k· d, (k+l)· d) c El. Wówczas El = U Al;. Kladac B21; = al;bl;,
k

B2k+l = bkak+l dla kazdego calkowitego k, zauwazmy, ze istnieje przeksztalcenief{J
prostej El na zbiór UBI; c D takie, Ze dla kazdego calkowitegok,

k

f{J przeksztalca izometrycznie odcinekAl; na odcinek BI; i to tak, ze

f{J(2k. ci) = al;, f{J«(2k+ I)' d) = bl;.

Jasne jest, zef{J jest homeomorfizmem przeksztalcajacym cala prostaEl na zbiór
UBk•

k
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Metoda dowodu zamieszczonego obok

twierdzenia (2.1) pozwala tez na wykazanie,
ze przestrzen Hilberta H moze byc wewnetrznie

izomctrycznie zanurzona w dowolnie mala
kostke w niej.

Jednym z podstawowych twierdzen

geometrii przestrzeni nemannowskich jest

Theorema egreg;um (,.Wspaniale twierdzenie"):
krzywizna calkowita powierzchni nie zmienia
sie przy wewnetrznych izometriach.

Cala przestrzen E" jest suma wszystkich n-wymiarowych kostek postaci

gdzie fll' ... , fln przebiega wszystkie uklady zlozone zn liczb calkowitych. Kladac

1p(xl, ... , xn) = (g;(xl), ... , g;(xn» dla kazdego (Xl' ... ,X,,) E En,

otrzymamy homeomorfizm 1p przeksztalcajacy cala przestrzenEn na pewien
podzbiór zbioru C bedacego iloczynem kartezjanskimn kwadratów D. Zbiór C
mozemy traktowac jako kostke 2n-wymiarowa, polozona w przestrzeniE2",
identyfikujac punkty postaci ((Xl' x2), (X3' X4), ..• , (X2"-I' X2,,)) E C z punktami
(Xl' X2, ••• , x211) przestrzeni E2".

Homeomorfizm 1p przeksztalca izometrycznie kazda kostke postaciDp, .....P. =
= Ap, x ... x Ap. na zbiór Bp, x ... x Bp., skad wynika, ze ka~dy luk
L c Al" X ••• x Ap. przechodzi izometrycznie na luk1p(L) c Bp, x ... X Bp•. To
pozwala okazac, ze przy homeomorfizmie 1p zachowuja sie dlugosci wszystkich
luków L polozonych w przestrzeni E". A wiec, dla kazdego zbioruA E GA
polozonego wE", przeksztalcenie czesciowe1pIA jest izometria wewnetrzna
przeksztalcajaca A na zbiór A' = 1p(A) c C. Ale srednica kostki C, bedacej

iloczynem kartezjanskim n kwadratów o boku d, jest równa Y n (y2d) 2 = d· Y2n.
Jezeli wiec, dotychczas dowolna liczbe dodatniad obierzemy tak, by byla

mniejsza od ./ ' to srednica zbioruA' stanie sie mniejsza ode. To konczyl' 2n
dowód twierdzenia (2.1).

3. Uwagi w zwiazku z twierdzeniem (2.1). Z twierdzenia (2.1) wynika
w szczególnosci, ze cala przestrzenE3 (a wiec przestrzen, która czasami sklonni
jestesmy uwazac za matematyczny schemat naszej przestrzeni kosmicznej), daje
sie potraktowac jako podzbiór przestrzeniE6 majacy dowolnie mala sredni~e.
Przy takim ujeciu punkty polozone w przestrzeniE3 w dowolnie wielkiej odleglosci
jeden od drugiego staja sie w przestrzeniE6 (w sensie zwyklej metryki e) dowolnie
bliskie.

W kosmologii wspólczesnej, zaklada sie zwykle, ze rozpatrywane przestrzenie sa
riemannowskie - co zreszta moze byc kwestionowane. Jesli jednak ograniczymy
sie do przestrzeni riemannowskich i do wewnetrznych izometrii przeprowadzajacych
takie przestrzenie na przestrzenie riemannowskie, to twierdzenie (2.1) nie da sie

. utrzymac, wiadomo bowiem, ze np. powierzchnia riemannowska wewnetrznie
izometryczna ze sfera82 musi byc ze sfera ta izometryczna.

Geometria wewnetrzna, ograniczona do zakresu przestrzeni riemannowskich jest
jednym z klasycznych dzialów geometrii rózniczkowej. Gdy ograniczenie to sie
odrzuci, to konieczna staje sie rezygnacja z takich klasycznych niezmienników jak
krzywizna calkowita (gaussowska), natomiast pojawiaja sie nowe fakty (jak np.
twierdzenie (2.1» i powstaje nowa, obszerna problematyka.

Powstaje pytanie, czy wymiar2n przestrzeni, w której GA-podzbiory przestrzeniE"
daja sie umiescic bez zmiany ich wewnetrznych wlasnosci, ale z dowolnym
zmniejszeniem srednicy, daje sie zastapic przez liczbe mniejsza. Ostatnio
S. Nowak i 1.Oledzki okazali, ze liczba2n daje sie zastapic przez liczben + l.

Przedstawiamy tu dwa sposoby takiego

skladania kwadratu. by zmiescil siew dowolnie

malej kulce przestrzeni trójwymiarowej.

Linia czerwona znaczy "zagiac do góry",
czarna - ••zagiac do dolu". Za pomoca

drugiego z tych sposobów mozna i cala

plaszczyzne E' przeksztalcic przez izometrie

wewnetrzna na podzbiór przestrzeniE'
o dowolnie malej srednicy i jest to pozytywne

rozwiazanie postawionego w tekscie
artykulu problemu. Autorem tego rozwiazania

jest dr J. Oledzki.
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Zauwazmy, ze jezeli odcineka",a. nalezy do triangulacji T oraz a", E Pk, to
e(a"" a.) > 1]b a wiec oba punkty b,..,b.leza w kuli Qk' Stad

Kazdemu wskaznikowi k przyporzadkujmy liczbe1]k < : taka, ze kazdy odcinek

Li> którego choc jeden koniec nalezy doP b ma dlugosc wieksza od1]k' Obierzmy
punkt bo E E3 i kazdemu wskaznikowi k przyporzadkujmy kuleQk c E3 o srodku
bo i promieniu rk < 1]k tak, by rk+l < rk dla kazdego k. Ustawmy teraz wszystkie
wierzcholki triangulacji T w ciag (byc moze skonczony)a l , a2, ... tak, by wskazniki
wierzcholków nalezacych doPk byly mniejsze od .wskazników wierzcholkqw
nalezacych doPk+l ""Pk'
Kazdemu p = 1,2, .. : przyporzadkujemy punktb", E E3 tak, by spelnione byly
warunki:

Nie wiadomo tez, czy dla kazdegon istnieje w przestrzeni En
zbiór A E GA (czy nawet spójny wieloscian), który nie moze byc przez izometrie
wewnetrzna przeprowadzony na podzbiór przestrzeniE2n:-1 o dowolnie malej
sredni<;y (w sensie metrykie). Nasuwa sie tez naturalne pytanie, czy kazda
osrodkowa przestrzenA E GA o wymiarze ~ n, daje sie przez izometrie wewnetrzna
przeprowadzic na podzbiór przestrzeniE2n+1. Pozytywne rozwiazanie tego
zagadnienia stanowiloby naturalny odpowiednik twierdzenia Mengera-Nobelinga
o tym, ze kazda osrodkowa przestrzen metryczna wymiaru nie wiekszego nizn
jest homeomorfic~na z pewnym podzbiorem przestrzeniE2n+!.
Ponizej podamy twierdzenie, które w zakresie spójnych politopów l-wymiarowych
daje pozytywna odpowiedz na to pytanie.

4. Spójne politopy l-wymiarowe. Podamy idee dowodu (z pominieciem niektórych
szczególów o charakterze technicznym) twierdzenia nastepujacego:

(4.1) Twierdzenie. Dla kazdego spójnego l-wymiarowego politopu P (polozonego
I w przestrzeni H) i kazdej liczby dodatniejc istnieje w E3 politop P' o srednicy < c,

wewnetrznie izometryczny z P.

Dowód. Niech Tbedzie triangulacja politopuP o l-wymiarowych sympleksach
(a wiec odcinkach) LI' L2, ••• (moze byc ich liczba skonczona). Mozemy przyjac,

ze srednica kazdego z tych odcinków jest< : .Kladac

Pk = Llu ...ULk mamy Pk c Pk+l oraz P = UPk.
k

Jezeli a", E Pk, to b", E Qk+l'

Zadna plaszczyzna polozona wE3 nie zawiera wiecej niz
3 punkty z ciagu bo, bl, ...•(4.3)

(4.2)

Zbiór pierwszej kategorii w sensie Baire'a

to zbiór bedacy przeliczalna suma zbiorów

domknietych ° pustym wnetrzu - a takze

kazdy jego podzbiór. Wazne twierdzenie

Baire'a glosi. te: niepusta zupelna przestrzen

metryczna nie jest pierwszej kategorii.

przy przeksztalceniu symplicjalnym obraz

sympleksu jest zawarty w pewnym sympleksie.

e

e(b,..,b.) < 1]k < e(a,..,a.) <6'
Wezmy teraz pod uwage elipsoide obrotowaM,..•• bedaca zbiorem wszystkich
punktów x E E3 spelniajacych warunek

(4.4) e(x, bp)+e(x, b.)= e(a,.., a.).

Jasne jest, ze skonczony lub przeliczalny zbiór plaszczyzn polozonych wE3
przecina elipsoide M,...• w zbiorze pierwszej kategorii (w sensie Baire'a). Stosujac
wiec preste rozumowanie indukcyjne, mozemy kolejnym odcinkomLj, z których

kazdy ma postaca,..a., przyporzadkowac punktybj E Mo .• tak, by zadna
z plaszczyzn w przestrzeniE3 nie zawierala wiecej niz 3 sposród punktów

bo, b1 , ••• oraz b~, b~, .... Ponadto, na odcinkuLj = a,..a.mozemy obrac punkt
aj taki, ze

(4.5) e(a,..,aj) = e(b,.., bj) oraz e(a., aj) =e(b., bj).

Wprowadzenie na kazdym odcinkubj postaci a,..a.wierzcholka aj daje podpodzial
T' triangulacji Tpolitopu P. Przyporzadkowujac kazdemua,.. punkt b,..,a punktowi
aj - punkt bj, otrzymamy wzajemnie jednoznaczne przeksztalcenie zbioru
wierzcholków triangulacji T' na zbiór punktów polozonych w przestrzeniE3 taki,
ze zadne cztery punkty tego zbioru nie leza w jednej plaszczyznie ..
Przeksztalcenie to indukuje pewne przeksztalcenie symplicjalne politopuP na

politop P' bedacy suma wszystkich odcinków postacib;..bj oraz b.b), gdzie

Lj = a",a •. Z uwagi na (4.4) i (4.5) przeksztalcenie to jest izometria wewnetrzna.
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Kazdy z punktów bp lezy jednak w kuliQl o srodku bo i promieniu r < '/'11 < : '
a ~azdy punktbi lezy na obrotowej elipsoidzieMp.9 dla której bp jest ogniskiem,

a srednica jest równae(ap, ar) < ; . A wiec zbiór wszystkich wierzcholków

politopu p' ma srednice mniejsza niz 2· ( ~+ :) ~ e. Wiec i srednica calego
politopu P' jest mniejsza odE i dowód twierdzenia (4.1) jest zakonczony.

Przeniesienie tego twierdzenia na spójne politopy wymiaru wiekszego niz I
nastrecza istotne trudnosci. Nierozstrzygniete jest nawet proste pytanie, czy kazdy
spójny wieloscian dwuwymiarowy jest wewnetrznie izometryczny z wieloscianem
polozonym w przestrzeniES, a w szczególnosci z wieloscianem o dowolnie malej
srednicy. Nie wiadomo równiez, czy kazde I-wymiarowe continuum nalezace do
klasy GA jest wewnetrznie izometryczne z continuum polozonym w przestrzeniES.

W geometrii wewnetrznej, rozumianej w sensie tu podanym, istnieje wiele
zagadnien, które oczekuja rozstrzygniecia. Nie wiem np. czy miara k-wymiarowa
(odpowiednio zdefiniowana w przestrzeni GA}zachowuje sie niezmienniczo przy
izometriach wewnetrznych. Nie wiadomo tez kiedy izometria wewnetrznaf: A -+- A'
(gdzie A i A' sa GA-zbiorami polozonymi w przestrzeni HilbertaH) daje sie
otrzymac przez ciagla deformacje zbioruA, zachowujaca dlugosc krzywych,
tj. czy istnieje przeksztal'cenie ciagle

A

f: Ax<O, I) -+- H

takie, zeJ(x, O)= x, J(x, I) = f(x) dla kazdego punktux E A 'oraz, ze dla kazdego
t E <0, I) przeksztalcenief t: A -+- H dane przez wzórf,(x) = ](x, t) jest
izometria wewnetrzna.
Nie wiadomo tez kiedy zbiórA E GA polozony w przestrzeniE" daje sie przez
izometrie wewnetrzna przeprowadzic na zbiórA' c: E", który nie jest izometryczny
z A w sensie metrykie. '

Lista nierozstrzygnietych pytan geometrii wewnetrznej jest bardzo obszerna.

Zadania

Redaguje mgr Krzysztof S.NOWINSKI

( 1) 1,M 241. Wykazac, ze logz 1+ -;; > -;; dla kazdego naturalnego n ~ 2.

Rozwiazanie na str. 8.
. 1 1 1 1

M 242. Korzystajac z wyniku zadania M 241 wykazac, ze szereg -+ -- + - + ...= - +
\ 2 3 5 Pl

1 1
+ - + - + ...jest rozbiezny.

pz P3

(P. jest n-ta liczba pierwsza).
Rozwiazanie na str. 8.
MW.
a) Mr Smith ma dwoje dzieci. Jedno jest chlopcem. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze sa to
dwaj chlopcy?
b) Mr Jones ma dwoje dzieci. Starsze jest dziewczynka. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze sa
to dwie dziewczynki?
Rozwiazanie na str. 13. -

Redaguje doc. dr Michal SWIECKI

F 82. Zestawiono uklad taki, jak na rysunku obok, gdzie:
Zl - zarówka oswietleniowa dostosowana do napiecia 220Y,
ZZ - zaróweczka od latarki kieszonkowej.
Jesli na dany uklad poda sie napiecie z sieci 220Y, to zarówka od latarki ulega
natychmiastowemu przepaleniu. Natomiast, gdy wlaczanie do obwodu odbywa sie przy
zamknietym wylaczniku W, wtedy równiez po jego otwarciu obie zarówki swieca normalnie
(sprawdzcie). Jak wyjasnic róznice w zachowaniu zaróweR? (T. Tratkiewicz)
Rozwiazanie na ,str. 12.
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