
Cyrklem, linijka czy minikalkulatorem?

Jaka geometria jest "Iepsza"? Syntetyczna czy analityczna? Ta, której szczatków naucza sie
w I i II klasie liceum, czy ta, której naucza sie zwykle w klasie HI i nobilituje zadaniem na
maturze? Czy nalezy dowodzic twierdzen geometrycznych dedukujac je ze zgrabnie przyjetych
aksjomatów, majac w pogardzie metody analityczne, rachunkowe, czy tez wrecz przeciwnie,
po co sie meczyc rozumowaniem, skoro wszystko dasie obliczyc?
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A TERAZ WYJATKOWO OPORNE ZADANIE
Na jednej srednicy okraglego bilardu leza dwie kule. Nalezy tak uderzyc jednaz kul, zeby po

jednorazowym odbiciu od bandy trafila w druga kule, ale nie biegnac po jednej srednicy.
Zadanie sprowadza sie, przy danych punktachA i B, do skonstruowania na okregu takiego
punktu P, by dwusieczna kata-l: APB przechodzila przez srodek danego okregu. Oczywiscie
punkt P nalezy skonstruowac, poslugujac sie cyrklem i linijka. Stosujac znane twierdzenie
o dwusiecznej kata wewnetrznego w trójkacie otrzymamy, ze punktP powinien spelniac warunek:

ROZWIAZMY JESZCZE JEDNO ZADANIE

CO BEDZIEMY TEORETYZOWAC, ROZWIAZMY JAKIES ZADANIE
Znalezc zbiór punktów plaszczyzny, takich, których suma kwadratów odleglosci od dwóch danych

punktów A iB równa jest danej liczbie ex,
Niech punkty A, B, X beda wierzcholkami dowolnego trójkata, punkt C bedzie srodkiem
odcinka AB, a D ~podkiem wysokosci poprowadzonej z punktuX. Mamy wtedy:

XA2 = XD2+(AC+CD)2

XB2 = XD2+(AC-CD)2.

Po ramionach kata prostego slizgaja sie konce AiB przeciwprostokatnej trójkata prostokatnego
!1ABC.. Po jakim torze porusza sie wierzcholekC tego trójkata?

Obierzmy taki uklad wspólrzednych, zeby ramiona kata byly pólosiami dodatnimi tego ukladu.

Niech AC = p, BC = exi B = (t, O), wtedy A = (O, Yex2+p2_t2).
Wspólrzedne poszukiwanego punktu C= (x, y) beda spelnialy warunki:
10x,y~0

za (C-B)2 = oc2

3° [C-A)' [C-B} ~ O, czyli
1° x,y ~O

za (X-t)2+ y2 = oc2'

3° x(x-t)+(y_yex2+p2+t2)y = O.

Wystarczy teraz z równanza i.3° wyeliminowac parametr t. Brrr. .. chyba zaczyna sie tu zanosic
na dosc upiorne rachunki, a nie jest to specjalnie zachwycajace zajecie (nawet przy uzyciu
jakiejs maszynki do liczenia). Byc moze, ze mozna to lepiej obliczyc. A moze mozna zabrac
sie za to zadanie zupelnie inaczej? Przyjrzyjmy sie jeszcze raz rysunkowi. Na czworokacieADBC

mozna opisac okrag. Wobec tego -1:ADC = -l: ABC. Ale kat -l: ABC jest staly, bo jest to przeciez
kat slizgajacego sie trójkata. W takim razie kat-l: ADC tez jest staly: Punkt C porusza sie wiec
po prostej.
Latwo .. Szybko. Elegancko.

Stad, po dodaniu stronami:
XA2+XB2 = 2(XD2+CD2)+2AC2, a stad XA2+XB2 = 2XC2+2AC2. Skoro XA2+XB2

ma byc stale, aAC2 jest stale, boAB jest stale, wiec stale jest równiezCX. Wynika stad, ze
8 poszukiwane przez nas punkty leza na ogól na okregu o srodku w punkcie C (dlaczego na ogól?)

No dobrze, a gdyby tak zadanie utrudnic i szukac zbioru punktów, których suma kwadratów
odleglosci od trzech danych punktów jest stala? A moze od czterech, pieciu, odn punktów?
Gdyby sie uprzec, to pewnie powyzsza metoda dalobysie je rozwiazac. Tylko po co sie upierac?
Po prostu obliczmy. NiechA" H" An beda danymi punktami. Szukamy takich punktówX, by
(X-A1)2+ H' +(X-An)2 = oc (ex> O).

Po nieskomplikowanych rachunkach otrzymujemy:

nX2-2X' (A'+'H +An) = ex-(At+ H' +A~) i dalej (x- ~(Al+ ... + An))' = p, gdziepjest
pewna stala. Wobec tego, dlap > O, poszukiwanym zbiorem jest okrag o sro,dku w punkcie
I

---(Al + ,H +An).
n

Latwo. Szybko. Elegancko.

x

C D

D

,A

15



Czy maszyna
moze zbudowa~

druga taka sama?

Dr Stefan
WOJCIECHOWSKI
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Wobec tego punktP lezy na okregu Apoloniusza Wyroaczonym przez punktyA i B oraz stala
OA

ex = --o Taki okrag mozna latwo skonstruowac przy uzyciu cyrkla i linijki. Gdziez wiec ta
OB

wyjatkowa opornosc zadania?

Zadanie zaczyna sie robic oporne, gdy zrezygnujemy z zalozenia, ze punktyA i B leza na jednej
srednicy danego okregu.
Spróbujmy obliczyc. Poszukiwany punktP lezy na okregu o równaniu x2+r = «z i spelnia
warunek: -1: APO == -1: OPB. Otrzymujemy wiec uklad równan:

x2+r = «z

COS-1:(PA,PO) = COS-1:(PO,PB),

który w tym momencie nie wyglada jeszcze groznie, ale po podstawieniu wspólrzednych ...

x2+r=«l[z

(alx+a2Y-«Z)y (x-b.)Z+(y-bz)Z = (b.x+bzY-«Z)y (x-a.)Z+ (y-az)z.

N ie dosc, ze nie bardzo wiadomo, jak sie za ten uklad równan zabrac, to w dodatku trudno
ocenic, czy punkty, które sa jego rozwiazaniem, sa konstruowalne przy uzyciu cyrkla i linijki.
Zadanie to równie skutecznie opieralo sie licznym próbom rozwiazania metodami geometrycznymi.

Jak dotad, nie zostala znaleziona, o ile nam wiadomo, metoda konstrukcji punktuP srodkami
elementarnymi. Byc moze wina to lenistwa rozwiamjacycb uklad równan, nieudolnosci
poszukiwan konstrukcji, a byc moze taka konstrukcja nie istnieje, czyli ...

ANI CYRKLEM, ANI LINI.JKA. ANI MINIKALKULATOREM
A tak na marginesie, wracajac do wspomnianego okregu Apoloninsza. kto dzis pamieta ladny,
geometryczny, nieanalityczny dowód, ze zbiorem punktów, których stosunek odleglosci od dwóch
danych punktów jest staly i rózny od l, jest okrag?

dr Jerzy BEDNARCZUK

Wspólczesna biologia molekularna tak dalece wniknela w mechanizmy rzadzace zapisem
i odtwarzaniem informacji genetycznej, ze pozwala to zastanawiac sie nad problemem powstania
i rozwoju zycia. Najistotniejsza cecha zywych orpnizmów jest ich zdolnosc do reprodukcji
oraz zmiennoSC. Totez przez "zywy organizm" bedziemy tu rozuaoiec obiekt, który ma dwie cechy:
a) zdolnosc samoreprodukcji czyli inaczej mówiac zdolnosc produkcji swoich kopii,
b) zmiennosc - czyli mozliwosc zmiany pewnych swoich cech strukturalnych (tzn. budowy)
i funkcjonalnych z jednoczesnym zachowaniem zdolnosci do samoreprodukcji.
Zeby zrozumiec powstanie zycia, biochemicy usiluja odtworzyc proces ewolucji ukladów zlozonych
-makromolekul, które we wlasciwym srodowisku chemicznym nabraly zdolnosci samoodtwarzania.
Ten sam problem mozna jednakze postawic inaczej. Zycie i proces jego ewolucji jest funkcjonalna
cecha zlozonych ukladów bialkowonukleotydowych. Wobec tego mozna zapytac, które cechy
zycia sa niezalezne od nosnika materialnego,jakim sa zwiazki organiczne? Pierwsze kroki w tym

kierunku poczynil juz w 1949 roku (a wiec zanim Watson i Crick rozszyfrowali zagadke budowy
DNA) John von Neumann - genialny matematyk, lwón:a pierwszych maszyn cyfrowych.
Jego rozwazania byly niejako ubocznym produktem badan dotyczacych ogólnej teorii budowy
automatów.

Na ogól sie uwaza, ze kazdy obiekt wykonany przez antomatjest mniej zlozony niz on sam.
Przekonanie to wynika z faktu, ze automat zawier.l pelny opis twoIZOnego obiektu, a prócz tego

ma urzadzenia wykonawcze. Poniewaz rozuaniemy, ze zlozonosc opisu jest równa zlozonosci
obiektu, to naturalnie zlozonosc automatu jest wieksza od zlozonosci obiektu o dodatkowa
zlozonosc urzadzen wykonawczych. Czyli efektem dzialalnosci automatów moga byc jedynie
automaty prostsze, a co za tym idzie samoreprodukcjajest w swiecie automatów niemozliwa.
Taki wniosek ucieszylby moze teologów, ale stoi w sprzecznosci z najbardziej oczywistymi
zjawiskami zachodzacymi w naturze. Pojecie automatu jest na tyle ogólne, ze zawiera w sobie
równiez organizmy zywe. A te potrafia sie rozmnazac!' Malo tego, w trakcie ewolucji biologicznej
z gatunków prymitywniejszych powstaja gatunki coraz bardziej zlozone. Czyli stopien zlozonosci
w trakcie ewolucji rosnie.
Mamy wiec wyrazny konflikt sugestywnych argumentów z oczywistoscia swiata zewnetrznego.

Zródlem nieporozumienia jest brak precyzyjnej definicji pojecia zlozonosci obiektu. Zeby wykazac
mozliwosc samoreprodukcji ograniczymy sie do klasy antomatów skonczonych zbudowanych
z elementów standardowych. Liczba elementów standardowych moze byc niewielka. Istotne jest
tylko to, zeby te elementy zapewnialy mozliwosc wbudowania do automatu dowolnych funkcji
logicznych oraz umozliwialy pewne dzialania mechaniczne. To znaczy powinno byc mozliwe
produkowanie automatów przez inne automaty.
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