
Zamieszczony obok artykul jest fragmentem
pracy maturalnej autora, wykonanej w J981

roku w XIV LO we Wroclawiu pod

kierunkiem IIIgr Cecylii TERLIKOWSKIEJ.

Praca ta zostala wyróiniona zlotym

medalem w dorocznym konkursie prac
maturalnych z matematyki, organizowanym

przez Polskie Towarzystwo Matematyczne
i miesiecznik "Ddta", Autor wprowadza
w niej pojecie przystawania (kongruencji)
liczby algebraicznej do ukladu innych liczb

i stosuje je w róznych zagadnieniach teorii

liczb, z których w artykule omówiono
tylko jedno.

cal

Jaroslaw WRÓBLEWSKI

Oznaczmy przezA zbiór liczb algebraicznych calkowitych nad Z, tj. zbiór wszystkich
pierwiastków równan

gdzie 11 jest liczba naturalna, a wspólczynnikico, Cl , ... , Cn_ l sa liczbami calkowitymi. Dla

ustalonej liczby pierwszejp przez Q oznaczymy zbiór liczb postacialP+aZVP+aJVP+ ... +

+ anyp, 11 E !VJ Qi - calkowite. Wprowadzmy nastepujace pojecie przystawania liczby
algebraicznej do ukladu innych liczb.

D('finicja: Jesli a E A oraz dla pewnychbl, b2, ... , bn jest (a-b,)' (a-b2)' .... (a- bn) E Q, to
zapiszemy a E (bl, b2, ... , bn) mod p. O liczbach bl, b2, ... , bn w naj ogólniejszym przypadku
mozna zalozyc, ze sa algebraiczne calkowite, ale my dla uproszczenia przyjmiemy, ze sa one
liczbami calkowitymi. Uklad liczb (bl, b2, ••. , bn) nazwiemy ukladem reszt liczbya l1lodu/o p.

Nie kazda liczba zA ma uklad reszt, np. liczba V2 nie posiada ukladu resztmodu/o 3. Niech
wiec S bedzie zbiorem takicha E A, ze a E (bl , b2, ... , bn)mod pdla pewnych bl, b2, ... , bn

calkowitych. O liczbachb l, b2, ... , bn mozna bez szkody zalozyc, ze sa wybrane ze zbioru
{O, 1,2, ... ,p-I}, gdyz
a E (bl, b2, ... , hn)mod p~ a E (b;, b~, ... , h;,)mod p, gdzie b; jest reszta z dzielenia liczbyhi

przez p.

Wtedy kazdy elementa E S ma podstawowy uklad resztl11odu/op, tj. taki uklad reszt, ze kazdy
uklad reszt liczbya modu/o p jest nadukladem tego ukladu. Uklad podstawówy jest wyznaczony
jednoznacznie. W ukladzie podstawowym (bl,b2, ... , bn) liczby bl, b2, ... , bn sa rózne.

Twierdzenie: Jeslial' a2 E S oraz al E (b" b2, ... , bn)mod p i a2 E (dl' d2, ... , d.)mod' p, to:
(I) al +a2 E (bi+dj)mod p, gdzie przezb,+d) rozumiemy uklad zlozony ze wszystkich sum
b i+ d}. gdzie l ,;; i ,;;11, 1 ,;; j ,;; k,

(2) al . a2 E (bi' dj)mod p.
lub ogólniej:
(3) dla dowolnego wielomianuW(x, y) o wspólczynnikach calkowitych mamy:

W(al• a2) E (W(bi, d,»)modp.

Wszystkie powyzsze warunki maja uogólnienie na przypadek nie dwóch. a111 ~ 2 liczb
Gl, al, ... , am E S.

Jesli a jest liczba calkowita ib jest reszta z dzieleniaa przez p, to (b) jest podstawowym ukladem
reszt liczbya modu/o p.

A oto kilka przykladów kongruencji:

Y2 E (J,4)mod 7, bo(vi-3)(V2-4) = 7(2-y'2)

V2 E (5, 18)mod 23, lstad Y2+VI E (2, 11,12,21) mod 23
VI E (7, 16)mod 23,J

Y5E (O)mod 5,

VTI + Vi E (O, 1,6) mod 7.

I na zakonczenie przyklad zastosowania wprowadzonych kongruencji:

Przyklad: Liczbaa = (V6 + Y 19)1980+(V6 - v' 19)1980jest liczba calkowita. Znalezc jej ostatnia
cyfre.

Rozwiazanie: (6+ y19 E (l) mod 2, podobnie y6- y19 E (l) mod 2. Zatem

(V6+y19)1980 E (l1980)mod 2, czyli(V6+y19)1980 E (I)mod 2, a takze

({6- y19)1980 E (I)mod 2. Stada E (O)mod 2 tj. a jest parzysta. Ponadtoy6 E (I, 4)mod5,

y19 E (2, 3)mod 5,y6+Y19 E (1,2,3, 4)mod 5, skad (V6+Y19)1980E (1,1, I, I)mod 5,

wiec (05+mI980 E (I)mod 5.

Podobnie (05- y19)1980 E (I) mod 5 i a E (2) mod 5. Na podstawie powyzszych kongruencji
oth.ymuJemy, ze10[a-2, czyli a jest zakonczone cyfra 2.

Liczba b = (y6 + y\9)1980 -.(y6 - Y19)1980). v' 6, 19 jest calkowita. Proponuje Czytelnikuwi
znalezc jej ostatnia cyfre.
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