
borelowskich. Istnieje jedyna miara a-addytywna rozszerzajaca
miare Jordana i okreslona na a-ciele zbiorów borelowskich.
Zwana jest ona miara Lebesgue'a. Podobnie jak miara Jordana
jest to miara niezmiennicza. Przy tym a-cialo zbiorów
borelowskich jest istotnym rozszerzeniem naj mniejszego ciala
zbiorów zawierajacego odcinki. Mozna wykazac, ze np. zbiór
liczb wymiernych nalezy do pierwszego z nich, ale nie do
drugiego. Jest on mierzalny w sensie Lebesgue'a, a niemierzalny
w sensie miary Jordana; p. takze artykul W. Wojtynskiego
w Delcie 9/1979. W przypadku miar a-addytywnych mozna
wykazac, ze nie istnieje taka miaraniezmie/lllicza, okreslona na
wszystkich podzbiorach prostej, plaszczyzny, przestrzeni, itd. bez
wzgledu na wymiar. Fakt ten byl znany juz na poczatku XX
wieku. Wynika z niego w szczególnosci istnienie zbioru
niemierzalnego w sensie Lebesgue'a.
Dazenie do zmierzenia jak naj bogatszej rodziny zbiorów
doprowadzilo do sformulowania w latach trzydziestych
nastepujacego problemu, którego autorem jest wielki polski
matematyk, Waclaw Sierpinski: Czy istnieje maksymalne
rozszerzenie niezmiennicze miary Lebesgue'a? Innymi slowy, czy
istnieje niezmiennicza miara a-addytywna, która na zbiorach
borelowskich pokrywa sie z miara Lebesgue'a, ale której juz nie
mozna rozszerzyc do miary niezmienniczej mierzacej wiecej
zbiorów. Negatywna odpowiedz na to pytanie zostala uzyskana
calkiem niedawno. Tak wiec jesli jakosc niezmienniczej miary
G-addytywnej okreslac na podstawie wielkosci a-ciala zbiorów,
które mozna zmierzyc przy jej pomocy, to okazuje sie, ze nigdy
nie dojdziemy do perfekcji w tym zakresie.
Porzucmy w tym miejscu rozwazanie miar niezmienniczych
i zajmijmy sie za.eadnieniem mozliwosci zdefiniowania
jakiejkolwiek miary na ciele wszystkich podzbiorów przestrzeni
euklidesowej. Jesli nie uczynimy zadnych dodatkowych zalozen,
to taka miare skonstruowac niezwykle latwo. Wybierzmy
mianowicie jeden punkt przestrzeni i przypiszmy miare 1 kazdemu
zbiorowi, do którego on nalezy, a miareO pozostalym zbiorom.

Czytelnik sprawdzi bez trudu, ze tak okreslona funkcja jest
rzeczywiscie miara, ba, nawet a-addytywna. Analiza powyzszego
przykladu pokazuje, ze aby problem mial wiekszy sens, nalezy
przynajmniej zadac, by miara kazdego zbioru jednopunktowego
byla równa zeru (w naszym przykladzie tak oczywiscie nie bylo).
W ten sposób uscislony problilm ma w dalszym ciagu odpowiedz
twierdzaca dla przestrzeni euklidesowej o dowolnej ilosci
wymiarów (a wiec w szczególnosci dla prostej, plaszczyzny
i "zwyklej" przestrzeni).

Okazuje sie natomiast, ze to samo zagadnienie w przypadku miar
a-addytywnych jest bardzo trudne, tak trudne, ze do dzis nie
doczekalo sie jeszcze rozwiazania. Co wiecej okazuje sie, ze
siega ono gleboko podstaw matematyki, mianowicie kwestii
wyboru aksjomatyki. Wiadomo, ze przy tej, która matematycy
powszechnie dzis stosuja, nie mozna istnienia takiej miary
a-addytywnej udowodnic, niewykluczone natomiast, ze uda sie
jej istnienie obalic. Byloby to z pewnoscia bardzo doniosle
twierdzenie, a sformulowanie pytania wydaje sie tak latwe, ze
nic tylko siegnac po papier i dlugopis ... Ejze!

Problematyka, która zostala tu naszkicowana w naj grubszym
zarysie wydaje sie interesujaca z szerszego, filozoficznego punktu
widzenia. Zagadnienie miary, jak zadne chyba inne, pozwala
przesledzic dluga droge, która przebyla mysl ludzka od scisle
praktycznej dzialalnosci, jaka jest mierzenie, poprzez najprostsze
ale juz abstrakcyjne intuicje geometryczne, do stworzenia pojec
na wysokim stopniu abstrakcji i wreszcie w wyniku stawiania
kolejnych pytan z nimi zwiazanych - do badania fundamentów

systemu dedukcyjnego. Droga ta wiedzie od miernictwa przez
geometrie, teorie miary az do podstaw teorii mnogosci. Móglby
ktos powiedziec, ze doszukiwanie sie tego typu powiazan jest
zabiegiem sztucznym, jednak rzut oka zarówno na historie
rozwoju omawianej problematyki jak i wzajemne przenikanie
sie zagadnien lezacych na styku kolejnych wymienionych
dyscyplin upewnic moze o istnieniu wspólnej, laczacej je nici.

__ Zadania

Redaguje mgr Krzysztof S. NOWINSKI

M 289. W wierzcholkach trójkataABC umieszczono masy równe dlugosciom przeciwleglych
boków. Znalezc srodek ciezkosci tego ukladu mas.
Rozwiazanie na str. 5.

M 290. Wykazac, ze dla dowolnej liczby naturalnejm istnieje nieskonczenie wiele niepodzielnych
przez 10 liczb naturalnych /I takich, ze suma cyfr liczby/I jest równa sumie cyfr liczbym' n.
Rozwiazanie na str. 6.

M 291. Wykazac, ze w dowolnym trójkacieABC jest

(a+h+c)2
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Rozwiazanie na str. 8.

Redaguje mgr Tomasz TRATKIEWICZ

F 110. W naczyniu z woda plywa, obciazona u dolu gwozdzikiem, swieca (patrz rysunek). Czy
taka konstrukcja swiecznika zapewnia dlugotrwale palenie sie swiecy?
Rozwiazanie na str. 13.

F 111. Szczelna skrzynke drewniana napelniono woda i nastepnie przestrzelono kula karabinowa.
Skrzynka rozerwala sie na drzazgi. Dlaczego?
Rozwiazanie na str. 3.
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