
o liniowych równaniach róznicowych

Dr inz. Kazimierz PA WLO·WSKI

przy czym a, , a2, ... , a p sa danymi liczbami rzeczywistymi, /E S znana funkcja, natomiasty E. S
jest funkcja niewiadoma. Jesli funkcja/jest tozsamosciowo równa zero, to równanie (l) nazywamy
jednorodnym.
Na ogól zadamy, by funkcja, która jest rozwiazaniem równania, spelniala jeszcze dodatkowe
warunki postaci

(2) y(no) = do,y(no+l) = d" ... ,y(no+p-l) = dp_,'

gdzie no ;;:,0, do,d" ... ,dp_, ER.

Warunki (2) nazywamy warunkami poczatkowymi, a rozwiazanie spelniajace te
warunki - rozwiazaniem szczególnym.
Mozna wykazac, ze równanie (l) ma zawsze jednoznaczne rozwiazanie spelniajace warunki (2).

Metoda rozwiazania równania niejednorodnego wiedzie poprzez rozwiazanie równania
jednorodnego

Zapewne nie kazdy z mlodych Czytelników potrafrlod razu wyprowadzic wzory na sumy
kwadratów, szescianów, czwartych poteg itd. poczatkowychn liczb naturalnych. Pokazemy, ze
znalezienie wspomnianych wzorów jest bardzo proste. Pokazemy tez, jak mozna dojsc do wzoru
na n-ty wyraz ciagu Fibonacciego i jak dzielic wielomian mniejszego stopnia przez wielomian
wiekszego stopnia. Rozwiazanie powyzszych problemów sprowadza sie bowiem do rozwiazania
pewnych równan róznicowych.

Przejdzmy do omówienia niezbednych pojec.

Przez S oznaczmy zbiór wszystkich funkcji skokowych (ciagów), to znaczy funkcji rzeczywistych
okreslonych na zbiorze liczb calkowitych nieujemnych. Równanie, w którym niewiadoma jest taka
funkcja y E S, nazywamy równaniem róznicowym.

Definicja. Niejednorodnym równaniem róznicowym liniowym rzedup o stalych wspólczynnikach
nazywamy równanie funkcyjne postaci

y(n+p)+a,y(n+p-l)+ ... +apy(n) =/(n); ap =1= O,(l)

(3) y(n+p)+a,y(n+p- 1)+ ... +apy(n) = O.

Rozwiazaniem ogólnym równania (3) nazywamy rodzine funkcji postaciy(n, CI' C2, ••• , Cp)

zawierajaca p stalych parametrów, która spelnia to równanie i która wyraza wszystkie rozwiazania
szczególne okreslone przez (2). Zajmiemy sie teraz wyznaczeniem rozwiazania ogólnego.

Definicja. Funkcje y E S nazywamy kombinacja liniowa funkcjiY" Y2' ... , Y mE S, jesli mozna ja
przedstawic w postaciY = C, y, +C2 Y2+ ... +C m Ym' gdzie Cj sa wspólczynnikami liczbowymi.

Definicja. Funkcje Y I 'Y2' ... , Y mE S nazywamy liniowo zaleznymi, jesli jedna z nich jest
kombinacja liniowa pozostalych. W wypadku przeciwnym, tzn. jesli zadna z tych funkcji nie jest
kombinacja liniowa pozostalych, funkcje te nazywamy liniowo niezaleznymi.

Wlasnosc(*): jesli funkcjeY, 'Y2' ... , Ym ES sa rozwiazaniami równania (3), to równiez ich
kombinacja liniowa jest rozwiazaniem tego równania. Latwy dowód tej wlasnosci pozostawiamy
Czytelnikowi.

Twierdzenie. Jesli funkcje y, 'Y2'"'' yp spelniaja równanie (3) i sa liniowo niezalezne, to zbiór ich
wszystkich kombinacji liniowych
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Niech y(O) = l. Podstawiajac w miejscen kolejno liczby l, 2, ... otrzymamy

y(l) = AY(O) = A, y(2) = Ay(l) = A2, ... , y(n) = Ay(n-l) = An, •..

(4) y=C,y,+C2Y2+"'+CpYp

jest rozwiazaniem ogólnym tego równania. Dowód pomijamy. Z powyzszego twierdzenia wynika,
ze w celu znalezienia rozwiazania ogólnego równania (3) wystarczy znalezc jakikolwiek zespólp

funkcji liniowo niezaleznych spelniajacych to równanie i skorzystac ze wzoru (4).

Podamy teraz sposób wyznaczania rozwiazan ogólnych równan I i II rzedu.

Rozwazmy najpierw równanie I rzedu postaci

Zauwazmt, ze
~ - -+ ---.

'" ~ (0041--0042)" +(OA2n_,-OA2n) =
-> ->

= (Al 042+ ... +A2»_,A2").

Gdy teraz l"" 'l O. oznaczmy przezBk rzut Ak

na sredmce okregu równolegla do "'. a przez
tIk - wektor 82k_ l BU. D1ugosc Ho' jest nie

wieksza od sumy dlugosci tych wektorówVk.

klÓrych zwrot jest zgodny ze zwrotem w. Latwo

jednak zauwazyc. ze odcinkiB2k-' B2k

odpowiadajace tym wektorom sa rozlacznei
wobec tego suma ich dlugosci, a wieci dlugosc
w nie moze pr.lekraczacsrednicy okregurównej
2, c.b.d.o.

(5) y(n+ l)-Ay(n) = O, A =1= O.

8



Widzimy, ze funkcja y dana wzoremy(n) = ..1."jest rozwiazaniem szczególnym równania (5), a
jego rozwiazanie ogólne jest postaci

(6) y(n) = C..1.", C-dowolna stala.

Wezmy teraz pod uwage równanie rzedun

(7) y(n+2)+al y(n+ 1)+a2 y(n) = O, a2 =1= O.

Rozwiazanie zadania F 129.

Niestety, nie jest toperpetuum mohiledrugiego,

ani tym bardziej pierwszego rodzaju. Blad w
rozumowaniu polega na pominieciu faktu. iz

preznosc pary nasyconej zalezy od krzywizny

powierzchni cieczy. Nad powierzchnia wklesla
preznosc pary nasyconej jest mniejsza niz nad

plaska j to wlasnie o tyle, ze w naszym ukladzie
nie moga wystapic przeplywy. W pomieszczeniu

panuje równowaga termodynamiczna. Fakt len

pozwala na bardzo proste wyprowadzenie ilosciowej
zaleznosci preznosci pary nasyconej od promienia

krzywizny powierzchni cieczy. Ograniczymy sie
do przypadku, gdy wysokosc kapilarnego

wzniesienia jest na tyle mala, ze gestosc pary nie
zalezy od wysokosci. Niech:P(r)- preznosc

pary nasyconej nad cieczaw rurce; Pco - preznosc
pary nasyconej nad powierzchnia plaska. Z

warunku równowagi cieczyw furce wloskowatej
otrzymujemy, ze

(1) P(r)+Jp+(kg/z = P00'

gdzie .1p - dodatkowe cisnienie spowodowane

krzywizna powierzchni; (Je - gestosc cieczy.
Z drugiej strony

(2) P(r)+Ilp&/z = p00'

Rozwiazujac uklad równalI (l) i (2) mamy

h= __ JL__i
«(J,-(Jp)g

(3) P(r)=Poo+~Llp.
(Je -Op

W naszym przypadku

LIp = -~, wiecr

P(r)-P 00 = _.......R...._~ < o.
. (Jc-Op r

Wzór (3) jest sluszny dla dowolnego ksztaltu

powierzchni cieczy. Dla kropli kulistej o promieniu
Rotrzymujemy:

Zmiany prei.nosci pary nasyconej spowodowane

krzywizna powierzchm cieczy zazwyczaj nie sa

zbyt wielkie, odgrywaja jednak podstawowa role
w procesach wrzenia i skraplania. Dla kropli

wody o promieniu rzedu 10-5 m (mgla),

P(r)~= 1%,
--Poo

dla jeszcze mniejszych efekt wzrostu preznosci
jest juz znacznyi wyprowadzony przez nas wzór

przestaje obowiazywac (dlaczego'!).

Fakt, ze funkcja wykladnicza jest rozwiazaniem równania I rzedu, pozwala przypuszczac, ze
rozwiazaniami równania (7) tez beda funkcje wykladnicze. Przewidujemy wiec rozwiazanie
równania rzedun w postaci y(n) = ..1.". Podstawiajac y(n) = ..1.", y(n + l) = ..1."+1, y(n + 2) = ..1."+2

do (7), anastepnie dzielac je przez ..1."otrzymamy tzw. równanie charakterystyczne

(8)

odpowiadajace równaniu (7).

O postaci rozwiazan równania (7) decyduja pierwiastki równania (8). Rozpatrzmy zatem znane
trzy przypadki.

I. L1> O. Równanie (8) ma dwa rózf,le pierwiastki A, , ..1.2'

Wówczas mamy dwie funkcjey) (n) = ..1.1,Y2 (n) = ..1.~liniowo niezalezne (prosze uzasadnic) i
spelniajace równanie (7). Zatem rozwiazanie ogólne ma postac:

y(n) = C)..1.1 +C2 ..1.~.

II. L1= O. Równanie (8) ma jeden pierwiastek podwójny..1.o =~. Znamy wiec dopiero jedno
2

rozwiazanie y) (n) = ..1.~. Okazuje sie, ze drugim rozwiazaniem (w tym przypadku) liniowo
niezaleznym od pierwszego jest funkcjaY2(n) = n..1.~.Przeto funkcje

y(n) = CI..1.~+C2n..1.~

tworza rozwiazanie ogólne.

III. L1< O. Teraz pierwiastkami równania (8) sa dwie liczby zespolone sprzezoneAl = a+ if3,
..1.2= a-if3. Zapisujac te liczby w postaci trygonometrycznej i korzystajac ze wzoru de Moivre'a
otrzymamy dwa rozwiazania zespolone nastepujacej postaci .

y~ (n) = r" cos nrp+ ir" sinnrp,

y; (n) = r" cosnrp-ir" sinnrp,

gdzie r =v a2 +132, rp = Arg(a+if3).

Wykorzystujac wlasnosc(*1 wezmy takie kombinacje funkcjiy~ ' y; , by otrzymac dwa rozwiazania
rzeczywiste. Oto szukane kombinacje i funkcje:

YI (n) = ~y~ (n) +~y; (n) = r" cosnrp,
2 2

Y2 (n) = -21 y~(n) _..l.y; (n) = r" sinnrp.l 21

Tak wiec rozwiazanie ogólne w tym przypadku ma postac:

y(n) = Clr"Cosnrp+C2r"sinnrp.

Rozwiazan równania jednorodnego (3) rzedu wyzszego nizn tez poszukujemy w postaci skokowej
funkcji wykladniczej, tj. ograniczenia zwyklej funkcji wykladniczej do argumentów naturalnych.
Tok postepowania dla wyznaczenia rozwiazan szczególnych liniowo niezaleznych jest analogiczny
do tego dla równania rzedun.

Nieco trudniej jest wyznaczyc rozwiazanie równania niejednorodnego. W wielu jednak przypadkach
uzyteczny jest

Lemat. Rozwiazanie ogólney równania niejednorodnego (I) jest suma rozwiazania ogólnegoYo

równania jednorodnego (3) oraz rozwiazania szczególnegoy s równania (I), co zapisujemy

Jako cwiczenie warto zastanowic sie:nad: (9) y=Yo+Ys·

l. rozkladem cisnien w obrebie rurki wioskowatej

rozwazanej w niniejszym zadaniu. Szczególnie
interesujacy jest przypadek, gdy ciecz. ma niska
preznosc pary nasyconejiduze napiecie

powierzchniowe, a promien kapilary jest ~aly;

2. zachowaniem kropelek rteci o róznych

promieniach rozlanej w niewielkiej, zamknietej
prlestrzen;,

Jesli funkcjafw równaniu niejednorodnym jest wielomianem lub funkcja wykladnicza, ewentualnie
suma lub iloczynem tych funkcji, toy s mozna odgadnac, a scislej - przewidziec. W kazdym z
wymienionych przypadków y s przewidujemy w tej samej postaci cof, a chwilowo nieokreslone
stale wyznaczamy z warunku, zeYs ma byc rozwiazaniem równania niejednorodnego (I).

Uwaga. Jesli liczba l jest k-krotnym pierwiastkiem równania charakterystycznego, afjest
wielomianem, toYs przewidujemy w postaci:Ys = nk W(n),~dzie W jest wielomianem stopnia
mniejszego niz stopienf
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Po tej czesci teoretycznej, sila rzeczy lakonicznej, przesledzmy kilka przykladów.

A. Wyznaczyc wzór na sume kwadratówn poczatkowych liczb naturalnych, tzn.

S(n) = 12 + 22 + 32 + ... +n2•

Poniewaz S(n+ l) = 12+22 +32 + ...+n2 +(n+ 1)2,wiec odejmujac stronami te równosci,
otrzymamy równanie róznicowe I rzedu

{ S(n+ l)-S(n) = n2 +2n+ l,
(10)

S(l) = l.

odpowiednich potegach zmiennejn otrzymamy A I 1-,3

A2= l-V5
f

{ y(n+2)-y(n+l)-y(n) = O,
y(l)=l,

\ y(2) = l.
Równaniu (11) odpowiada równanie charakterystyczne postaci

,F-A-l=O
majace pierwiastki

(11)

Al = 1+V52

Rozwiazanie ogólne równania jednorodnego jest tu funkcja stala; So(n) = C, natomiast rozwiazanie
szczególne równania niejednorodnego przewidujemy w postaci:Ss (n)= n(A I n2 +B I n+CI).

Wielomian Al n2 +B In+CI pomnozylismy przezn, poniewaz liczba l jest pierwiastkiem
równania charakterystycznego. PodstawiajacSs (n)= A l n3 +B l n2 + C ln i
Ss (n+ l) = A I (n+ 1)3+B l (n+ 1)2+CI (n+ l) do (10)i przyrównujac wspólczynniki przy

l l
B l = -, C l = - Zatem

2 6

l l l
S(n) = C+-n3+-n2+-n.

326

Uwzgledniajac warunek poczatkowy dostajemy poszukiwany wzór.

S(n) = n(2n2 +3n+ l) .
. 6

Analogicznie mozemy wyprowadzic wzory na sumy wyzszych potegn poczatkowych liczb
natutalnych.

B. Wyprowadzic wzór nan-ty wyraz ciagu Fibonacciego: l,1,2,3,5,8, 13,21, ...Ciag
Fibonacciego charakteryzuje sie tym, ze kazdy wyraz oprócz pierwszego i drugiego jest suma dwóch
poprzedzajacych go wyrazów.

Przez y(n) oznaczmy n-ty wyraz ciagu Fibonacciego. Z jego okreslenia wynika, ze spelnia on
równanie

Rozwiazanie ogólne wyraza funkcja

y(n) = CI ( l ~V5J +C2 ( 1-;V5J

Uwzgledniwszy warunki poczatkowe dla wyznaczenia rozwiazania szczególnego, dostajemy uklad
równan

--
Rozwiazanie zadania M 322.

{ l +V5 C + I-V5 C = l

2 l 2 2

(1+2V5J CI +( 1-2~J C2
l,

Poszukiwany wzór nan-ty wyraz ciagu Fibonacciego jest zatem nastepujacy

y(n) = Js [C+2V5J - C -2V5J J
Ciag, który spelnia jednorodne liniowe równanie róznicowe o stalych wspólczynnikach, nazywamy
ciagiem rekurencyjnym (albo ciagiem zadanym rekurencyjnie). Latwo wykazac, ze dla ciagu
rekurencyjnego mozna wyznaczyc wzór na sumen poczatkowych wyrazów ciagu, nie wyznaczajac
wzoru na n-ty wyraz. Zilustrujemy te uwage przykladem.

Niech dla liczby naturalnejM symbol M' oznacza

liczbe powstala zM przez przestawienie pierwszej

cyfry na koniec. Oznaczajac przezx m pierwsza
cyfre m-cyfrowej liczby M mamy

10M-M' = xm(10m+I-1) =
= 9xm(10m+1O m-I+ ... +10+1).

Bezposrednim dzieleniem sprawdzamy ze liczba

zlozona z 16 jedynek:
111l1l1l11l11111 = 1015+1014+ ... +102+

+ 10+ l dzieli sie przez 17, a zadna mniejsza

liczba z powtórzonych jedynek - nie.

Tak wiec jezeli 171M, to 171M', gdy161m+ l, tj.

gdy M jest liczba 16 k-cyfrowa,k = 1,2 ....

Najmniejsza 16 cyfrowa wielokrotnoscia liczby
17 jest 1000000000000005, bezposrednie

sprawdzenie pokazuje, ze ma ona opisana wlasnoSC.

którego rozwiazaniem sa

C _l, C2
1- V5

l
- V5'
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(12)

Rozwi.zanie zadania M 323.

C. Wyznaczyc wzór na sumen poczatkowych wyrazów ciagu, którego wyrazy spelniaja zwiazek

y(n+2)-2y(n+ 1)+ y(n) = O, y(l) = 1, y(2) = 2.

Niech S(n) = y(1)+y(2)+ ... +y(n).
Wówczas S(n+ 1) = S(n)+y(n+ 1), S(n+2) = S(n+ l)+y(n+Z),

S(n+3) = S(n+2)+y(n+3),p y(n+3)-2y(n+2)+y(n+l) = O.

Po wykonaniu elementarnych przeksztalcen otrzymamy równanie

{ S(n+3)-3S(n+2)+3S(n+ l)-S(n)= O,S(1) = 1, S(2) = 3, S(3) = 8.

Odpowiada mu równanie charakterystyczne
;1.3 -3.1.2 +3.1-1 = O,

którego potrójnym pierwiastkiem jest liczba - 1. A wiecS(n) = (CI + C2 n+ C3 n2)( -1)'.
Po uwzglednieniu warunków poczatkowych dostajemy oczekiwany wzór

S(n) = (-1)' -40+53n-15n2
2

W szkole poznajemy algorytm dzielenia wielomianuP przez wielomian Q przy zalozeniu, ze
stopien P jest wiekszy niz stopien Q. Teraz przedstawimy algorytm dzielenia tych wielomianów,
gdy st P < st Q i Q(O) =F O.

Wyznaczyc iloraz z dzielenia wielomianuP(x) = 2 +x przez wielomian Q(x) = 1+x+x2•

Ów iloraz znajdujemy w nastepujacy sposób:
,[2+x) : (1 +x+x2) = 2 -x-x2 +2x3 - •••

-2-2x-2x2

-x-2x2
x+x2 +x3

_x2 +x3
x2 +x3 +x4

2x3 +x4
-2x3 -2x4 -2xs

-x4 -2xs ...

Proces dzielenia musimy jednak przerwac, poniewaz iloraz zawiera nieskonczenie wiele
skladników ... Okazuje sie, ze mozna wyznaczyc wzór na wspólczynniki tego "nieskonczonego"
wielomianu, który poprawnie nazywa sie szeregiem potegowym. Wezmy dwa: wielomiany:

P(x) = ao +al x+ "0 +a{x/, Q(x) = 1+bl x+ ... +bpxP, przy czym stQ > st P.
Chcemy iloraz tych wielomianów wyrazic w postaci szeregu potegowego, tzn. by w pewnym
przedziale ( -a, J) zachodzila równosc .

{ 00

(13) ao ~al x+ ~a/x = d(O)+d(l)x+ ... +d(k)xk + ...= 2; d(n)x" ,
1 + I x+ + pxP II = o

Oznaczajac a. = x7+xq mamy

(Xl +X2)a. = (XI +X2) (x7+4J =

= x1+I+x~+I+x1x2+XIxq =
= an+l+xlx2(x1-I+xq-l) =
=: On+1 +X) X2Qn-l,

skad i ze wzorów Viete'a(x I +X2 = 6, XI X2 = I)
otrzymujemy wzór rekurencyjny:

an+1 = 6a"-an_l, ao = 2, al =: 6.

Oznaczajac teraz przez 'n reszte z dzielenia On

przez 5 otrzymamy, ze

f.+1 = r.-r,,_1 (mod 5) i poniewaz r.+1 zalezy

tylko od f. i r._I. ciag f. musi byc okresowy z
okresem" 25.

gdzie d(k) jest wspólczynnikiem stojacym przedxk•

Twierdzenie. Wspólczynniki d(n) w równosci (13) spelniaja nastepujace równanie róznicowe

(14) d(n+p)+bld(n+p-l)+ ... +bpd(n) = O.

Powyzsze twierdzenie wyraza jedno z ciekawszych zastosowan równan róznicowych z uwagi na
czesta potrzebe przedstawiania funkcji wymiernych w postaci sum szeregów potegowych. Warunki
poczatkowe, czyli wartosci poczatkowych wspólczynnikówd(O), d(1), ... , d(P-l) znajdujemy albo
poprzez wykonaniep kroków w dzieleniu wg podanego algorytmu, albo mnozac równosc (13)
przez (1+b1 x+ ... +bpxP) i przyrównujac wspólczynniki przy odpowiednich potegach zmiennej
x. Rozwiazanie równania (14) (z uwzglednieniem warunków poczatkowych) daje nam wzór nad(n).

D. Przedstawic w postaci szeregu potegowego funkcje wymierna ~
1 +x+x2

Rozwiazujac równanie (15) otrzymamy, ze

{ d(n+2)+d(n+ l)+d(n) = O,
d(O) = 2,
d(l) = -1.

tzn. 2+x--, = d(0)+d(l)x+d(2)x2 + ...
+x+x

Z wczesniej wykonanych obliczen wynika, zed(O) = 2, d(1) '= -1. Na mocy zas przytoczonego

twierdzenia poszukiwane wspólczynniki.d(n) spelniaja równanie:

(15)

Sprawdzamy: ro= 2, fI = l, f2 = 4,
f3 = 3, f4 = 4, fS = l,
'6 = 2"7 = 1, ... ,awiec
fk+6 = fk·

i w okresie (2, 1,4,3,4, l) nie wystepuje O, a
wiec zadna z liczba.nie jest podzielna przez 5,
c.b.d.o.

Uwaga: Teza naszego zadania pozostaje prawdziwa

równiez dla wykladników ujemnych. Jest bowiem
I I

a =-+-=
-II x1 xi

-~=~=a".
- x1x'2 I . 2 2+x 2;00 2

d(n) = 2cos-nn, zatem----= 2-x-x2 +2x3 - ••• = 2 cos-nn ·'X" dla lxi < l.
3 1+x+x2 3

n=O

11



E. Ile jest przekatnych w wieloboku wypuklym on ~ 3 wierzcholkach?
Przez dolaczenie jednego wierzcholka liczba przekatnych wzrosnie on - l. Wiec dla tego
zagadnienia mozemy napisac równanie

{y(n+ l)-y(n) = n-l,y(3) = O,

którego rozwiazaniem jest funkcjay(n) = n(n - 3) wyrazajaca liczbe przekatnych.2
Innego rodzaju zastosowania otrzymuje sie, gdy rozwaza sie równania róznicowe liniowe o
zmiennych wspólczynnikach. Na przyklad obliczenie cal[<i

1tI2

J(n) = f sinnxdx
o

sprowadza sie do rozwiazania równania

n+l
J(n+2)---J(n) = O,

n+2
J(O) =!!..-

2 ' J(1) = l.

Na zakonczenie wspomnijmy, ze równania róznicowe, oprócz zastosowan w róznych dzialach
matematyki, sluza do opisu modeli pewnych ukladów dynamicznych, zjawisk ekonomicznych i
innych.

Ro,wi"""li. zadani. F 128.

Pat+LiPI +llcgH = Pat'

Lip = q(~+~),'I '2

Przytoczone rysunki przedstawiaja rozklady cisnien jako funkcje wysokosci dla poszczególnych

przypadków. A j.ka sytuacja mialaby miejsce, gdyby ciecz nie zwilzala zewnetrznej
powierzchni rurki cie~szej?

B..=!:..).1', = - 2(I" --> 00;

2u ,
Lip) = R-I"

gdzie (i - napiecie powierzchniowe cieczy,

rlo'2 - tzw. glówne promienie krzywizny IX>wierzchniw danym punkcie.

Dla doskonalej Zwilzalnosci scianek rurki przez ciecz 1'1= 1'2= -I' (I' jest promieniem
wewnetrznym wezszej kapilary),

2u ( 2u dl k' ,)a Pl -;";-----;- P2 = -]f a rur I szerszeJ.

Z warunku równowagi cieczyw rurce wynika, ze

Po ustaleniu sie r6wnowagi menisk cieczyw wezszej rurce znajdzie sie na identycznej jak

poprzednio wysokosciH. Przeniesienie rurki nie zmienia ksztaltu menisku, nie ulega wiec
zmianie dodatkowe cisnienie, spowodowane krzywizna powierzchni cieczy, od którego zalez:
wysokosc kapiJarncgo wzniesienia. Zgodnie ze wzorem Laplace'a cisnienie to wynosi

gdzie Pat - cisnienie atmosferyczne,(Je - gestosc cieczy.

Po podstawieniu otrzymujemy, ze wysokosc, na która wzniesie sie ciecz wynosi

H=~.
/l,gl'

Wstawienie rurki wezszej moze znacznie zmienic poziom cieczyw rurce szerszej. Gdy

srednica zewnetrzna rurki wkladanej jest bliska srednicy wewnetrznej rurki szerszej, wtedy
ciecz w przestrzeni miedzy kapilaromi moze uniesc sie bardzo wysoko, Zakladajac doskonala
zwilzalnosc wszystkich powierzchni i wspólosiowosc ustawienia rurek slwierdzamy, ze skok
cisnienia wynosi

-
Ksztalt kulisty nie jest "ekonomiczny" - naj ciasniej upakowane
kule zajmuja ok. 3/4 miejsca w przestrzeni. Pozostale 25 procent
marnuje sie bezproduktywnie. Lepszy jest oczywiscie ksztalt
prostopadloscienny - ciasno upakowane klocki kazdy widzial.
Warto zauwazyc, ze i czworoscianami mozna wypelnic przestrzen
calkowicie. W niektórych krajach mleko sprzedaje sie w
czworosciennych pojemniczkach, upchnietych w duzym, tez
oczywiscie czworosciennym kartonie.

Magister Pirozynski opowiada ...

Pisze do Was, drodzy CzytelnicyDelty, jeszcze jako magister, ale
juz wkrótce bede sie podpisywac krócej, ale jakze przyjemniej:
Dr Pirozynski. Robie bowiem doktorat."Z zastosowan matematyki,
czy jak to sie teraz mówi, z matematyki stosowanej. Dokladniej:
z optymalizacji zagadnien transportu. W latach kryzysu
paliwowego jest to zagadnienie o wiodacym znaczeniu. Nikt nie
chcial docenic wagi moich badan. Na szczescie przed póltora
rokiem sytuacja sie zmienila. Ale zacznijmy, jak mówi stare
rosyjskie przyslowie, ab ovo.

Prasa doniosla kiedys, ze pomyslowi Amerykanie wyhodowali
"kwadratowe" pomidory i ze próbuja zmusic kury do znoszenia
takichz jajek (biedne kury ...). Wszystko po to, by latwiej bylo je
(pomidory i jajka, nie kury!) transportowac i przechowywac.
Bardziej naukowo podszedl do zagadnienia pewien hodowca z
Ohio, nazwiskiem Stanley BIecker. Postanowil on rozstrzygnac
eksperymentalnie, jaki ksztalt bylby najlepszy dla jego brzoskwin:
czworoscienny, szescienny, a moze zupelnie inny.

W tym celu sypal owoce do plastykowego worka, który nastepnie
sciskal (nie bardzo mocno) w prasie hydraulicznej. Patrzac na
zmasakrowane zwloki pieknych przed momentem brzoskwin
próbowal BIecker odgadnac optymalny ksztalt, do jakiego powinien
je namawiac. Po dlugich badaniach doszedl do wniosku, ze
najlepszym takim ksztaltem bedzie ... graniastoslup prosty o
podstawie osmiokatnej ...

-- --~'~. Uh ;::-'fm--u C]'mO~'u_

------ --- o • - _----------------- - - ----- -----------. ------- ------------- - - -------- ---------.- -----
--- - --- __ o - __ - • _--- - -- -- ---- - - ---

Wyniki Bleckera wydaly mi sie podejrzane i zamierzam je obalic.
Juz dawno temu próbowalem w naj rozmaitszych uczelniach
uzyskac pieniadze na zakup kilkudziesieciu ton brzoskwin (prase
mam), ale wszyscy odpowiadali mi, ze równie dobre beda pileczki
pingpongowe. Teraz juz nie - celuloid sprowadzamy z II obszaru
platniczego, a brzoskwinie mamy w kraju. A jesli nawet nie, to
niech beda i morele. Powidla morelowe - pycha!

Wasz zapracowany mgr II-g- zynski
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