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Przez dlugie stulecia algebra byla nauka o rozwiazywaniu równan
i przez dlugie stulecia postepy tej wiedzy nie byly specjalnie
imponujace. Równania liniowe, pewne równania kwadratowe,
a takze szczególnie proste równania wyzszych stopni rozwiazywali
juz starozytni Grecy. Dla nich jednak równanie mialo sens jedynie
wtedy, gdy wiazalo pewne wielkosci geometryczne, dlatego tez
rozwiazywanie równania polegalo na ogól na podaniu opisu
odpowiedniej konstrukcji geometrycznej. W Sredniowieczu
wiedza o rozwiazywaniu równan niewiele sie posunela,
wlasciwie matematycy do wieku XV potrafili radzic sobie jako
tako z równaniami liniowymi i kwadratowymi, choc nie znali

wzorów na pierwiastki, których my teraz uczymy sie w szkole,
dopiero bowiem F. Viete wpadl w XVI w. na prosty, ale
doskonaly pomysl oznaczenia wielkosci liczbowych literami.
(Spróbujmy wyrazic slownie, bez uzycia wzorów, sposób
rozwiazywania równania kwadratowego!) Istotny krok naprzód
uczynili matematycy wloscy w XVI w. podajac wzory na
pierwiastki równan stopnia trzeciego i czwartego. I co dalej?
Naturalne wydawalo sie poszukiwanie wzorów na pierwiastki
równania stopnia piatego, a w dalszej perspektywie stopnia
szóstego, siódmego i tak dalej. Wielu matematyków podjelo
ten trud nie zwazajac na niepowodzenia. Poniewaz wzory Cardano
(na pierwiastki równania stopnia trzeciego) oraz wzory Ferrariego
(dla równania stopnia czwartego) sa dosc skomplikowane, wiec
spodziewano sie, ze dla równan wyzszych stopni wzory na
pierwiastki moga byc jeszcze bardziej zawile. W kazdym razie
poszukujacy sposobów rozwiazywania równan algebraicznych
pracujacy w XVII i XVIII wieku widzieli przed soba
nieprzebrany ogrom pracy. Sprawa wyjasnila sie w sposób
nieoczekiwany w wieku XIX. Okazalo sie mianowicie, ze równan
stopnia piatego i stopni wyzszych nie mozna na ogól "wcale"
rozwiazac. Wyjasnijmy te sprawe nieco dokladniej.
Jak wiadomo, pierwiastkami równania kwadratowego

ax2+bx+c = O

. ~b- Yb2-4ac -b+ yb2-4ac
sa ltczby Xl = ------- , X2 = -- -----,

2a 2a

a wiec liczby wyrazajace sie przez wspólczynniki danego
równania za pomoca dzialan arytmetycznych i operacji
pierwiastkowania. O to wlasnie chodzi przy rozwiazywaniu
równan.

Mówimy, ze równanie algebraiczne

a.x·+a._lx·-1+ ... +alx+aO= O

jest rozwiazalne przez pierwiastniki,jezeli pierwiastki tego
równania mozna wyrazic w zaleznosci od wspólczynników
ao, a••... ,a. za pomoca dzialan dodawania, odejmowania,
mnozenia, dzielenia oraz wyciagania pierwiastków (dowolnego
stopnia).

Chcemy miec wiec takie wzory na pierwiastki równania, w których
wspólczynniki równania wystepuja jako parametry odpowiednio
polaczone znakami dzialan arytmetycznych i znakami
pierwiastkowania. Podstawiajac w miejsce tych parametrów
konkretne wartosci liczbowe wspólczynników danego równania
otrzymac chcemy konkretne wartosci pierwiastków tego
równania.
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W roku IB03 ukazala sie praca P. Ruffiniego zawierajaca
twierdzenie gloszace, ze równanie stopnia piatego nie jest
rozwiazalne przez pierwiastniki. Dowód Ruffiniego nie byl
niestety poprawny. Dwadziescia lat pózniej Norweg Niels
Henrik Abel udowodnil to twierdzenie stawiajac w ten sposób
kropke nad i, wyjasniajac definitywnie kwestie istnienia ogólnych
wzorów na pierwiastki równan algebraicznych: wzory takie nie
istnieja dla równan stopni wyzszych od 4.

W ten sposób problem poszukiwania wzorów na pierwiastki
zostal zakonczony. Odkrycie to bylo zaskakujace i niespodziewane,
gdyz po raz pierwszy chyba udowodniono, ze nie mozna wykonac
pewnej konkretnej operacji, ze do niektórych liczb nie mozna
"dojsc" wykonujac najbardziej naturalne dzialania.

Z tego, ze nie istnieja wzory na pierwiastki dowolnego rów!1ania,
powiedzmy stopnia piatego, nie wynika jednak, ze nie mozna
wyznaczyc pierwiastków zadnego równania stopnia piatego.
Bardzo przeciez latwo o przyklady równan wyzszych stopni,
których pierwiastki potrafimy wyznaczyc. Mozemy przeciez
natychmiast wskazac pierwiastki równan

(x-l)(x-2)(x-3)(x-4)(x-5) = O,

x6-B = O.

Pierwiastki te sa w pierwszym przypadku liczpami wymiernymi
(a nawet naturalnymi), w drugim wyrazaja sie przez liczby
wymierne za pomoca dzialan arytmetycznych i operacji
pierwiastkowania. Czy dla kazdego równania jest podobnie?
Musimy pytanie to sprecyzowac dokladniej, do tego potrzebna
bedzie nastepujaca definicja.

Cialem liczbowymnazywamy taki zbiór liczbK zawierajacy
liczby O i 1, w którym spelnione sa warunki:
jesli aEK, b EK, b -# O, to a+b EK, a-b EK,

a
abEK, -EK.

b .

Niech wiec

a.x·+a._lx·-l+ ... +alx+aO = O

bedzie równaniem o wspólczynnikach z ciala liczbowegoK.
Czy pierwiastki danego równania mozna wyrazic uzywajac
elementów cialaK, dzialan arytmetycznych i operacji
pierwiastkowania? Odpowiedz na to pytanie podal w pierwszej
polowie XIX w. genialny matematyk francuski Ewaryst Galois.
Teoria Galois wiaze z kazdym równaniem algebraicznym

o wspólczynnikach W ciele liczbowym K pewna grupe, zwana
grupa Galois. Odpowiednie wlasnosci algebraiczne grupy Galois
decyduja o tym, czy wszystkie pierwiastki rozwazanego równania
wyrazaja sie przez elementy cialaK za pomoca dzialan
algebraicznych i operacji pierwiastkowania. Mozna wykazac,
ze np. pierwiastki równania

x5-4x-2 = O

nie wyrazaja sie w ten spos6b, choc oczywiscie r6wnanie toma
pierwiastek rzeczywisty.



Teoria równan algebraicznych doczekala sie wiec w pierwsze~
polowie ubieglego stulecia definitywnego wyjasnienia. Twierdzenie
Abela-Ruffiniego orzeklo, ze nie ma wzorów na pierwiastki
równan wyzszych stopni, z teorii Galois wynika odpowiedz na
pytanie, czy pierwiastki konkretnego równania wyrazaja sie
we wzglednie przyzwoity sposób, czy tez sa to liczby, których
wlasciwie "nie mozna" zapisac.

Nie sposób nie zwrócic uwagi na to, ze z teorii Galois wynika
jednoznaczna i ostateczna odpowiedz na pytanie o wykonalnosc
konstrukcji geometrycznych. Punkt(x, y) mozna skonstruowac

za pomoca cyrkla i linijki wtedy i tylko wtedy, gdy wychodzac
z wielkosci danych mozna wspólrzednex oraz y otrzymac
w wyniku rozwiazywania równan kwadratowych (zob.
Konstrukcje geometryczne,Biblioteczka Delty, t. 1).

Wyniki Galois i Abela rozstrzygnely wiec ostatecznie kluczowe
zagadnienia algebry i geometrii, ich znaczenie nie ogranicza sie
jednak tylko do zamkniecia tych zywych i rozwijanych od wieków
problemów. Prace tych matematyków staly sie podwalina do

rozwoju nowoczesnej algebry, zwlaszcza teorii grup i teorii cial,
a takze innych dzialów matematyki.
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Zadania

Redaguje mgr KrzysztofS. NOWINSKI

M 328. Wykazac, ze w kazdym trójkacie nierównoramiennym nastepujacych 11 punktów
lezy na jednym okregu: ortocentrumH (punkt przeciecia wysokosci), srodekO okregu
opisanego, trzy rzuty punktuO na wysokosci trójkata, trzy rzuty ortocentrumH na symetralne
oraz trzy rzuty ortocentrum H na proste laczaceO z wierzcholkami trójkata.
Rozwiazanie na str. 7

M 329. Wykazac, ze jezeli trzy sciany czworoscianu sa wzajemnie prostopadle, to kwadrat pola
czwartej sciany jest równy sumie kwadratów pól tych trzech scian.
Rozwiazanie na str. 16

M 330. Przez kazdy wierzcholek trójkata prowadzimy proste polowiace obwód tego trójkata.
Udowodnic, ze proste te przecinaja sie w jednym punkcie.
Rozwiazanie na str. 16

Redaguje mgr Tomasz TRATKIEWICZ

F 133. J. Tyndall (1820-1893) w ksiazce "Cieplo jako rodzaj ruchu" opisuje nastepujace
zjawisko. Poludniowy stok dachu katedry w Bristolu pokryto arkuszami blachy olowianej
utrzymujacej sie na krokwiach dzieki znacznemu tarciu. Od samego poczatku zaobserwowano,
iz pokrycie powoli, lecz w sposób ciagly, zeslizguje sie. Po.dwóch latach przesuniecie wynosilo
juz 18 cali. Przybicie arkuszy do krokwi okazalo sie nieskuteczne - gwozdzie byly wyrywane.
Wyjawic przyczyne opisanego zjawiska.
Rozwiazanie na str. II

F 134. Podczas wykladów A. H. Popow(1859-1906)czesto demonstrowal nastepujacy efekt.
Zaciski dwóch identycznych galwanometrów laczone byly przewodnikami kilkunastometrowej
dlugosci. Gdy jeden z galwanometrów przechylano, wskazówka drugiego wychylala sie.
Dlaczego?
Rozwiazanie na str. 11

F 135. A. Compton (1892-1962) wymyslil przyrzad pozwalajacy wykrywac istnienie dobowego
ruchu Ziemi. Urzadzenie sklada sie z toroidalnej szklanej rury wypt<l11ionejciecza z drobna
zawiesina, która moze byc obserwowana przez mikroskop M (patrz rysunek). Gdy rura zostaje
obrócona o 1800 wokól poziomej osi, ciecz zaczyna krazyc wzdluz rury. Wystepowanie

cyrkulacji cieczy swiadczy o istnieniu dobowego ruchu Ziemi. Dlaczego?
/ Rozwiazanie na str. 5

3


