
Niektóre symbole uzywane w Mizarze sa skrótami pewnych
angielskich zwrotów. Po polsku mozna czytac je tak:
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'Mizar - MSE (1)

Dr A. Trybule<.:w Delcie (7/1983) obiecal Czytelnikom krótki
kurs Mizara. Ot~ pierwszy z dziesieciu odcinków spelniajacych
te obietnice.

Co to jest Mizar? Pewna odpowiedz daje na to wspomniany
wyzej artykul.- Ogólnie chodzi o to, by komputer sprawdzal

dowody· matematyczne przygotowane przez czlowieka. Podstawa
systemu, który do tego sluzy, jest pewien (formalny) jezyk,
w.kt1'>rymzapisujemy takie dowody.

W projekcie Mizar opracowano wiele róznych jezyków, w których
mozna zapisywac dowody matematyczne. Ten, który bedziemy
omawiac, nazywa sie Mizar-MSE, jest mniej skompiikowany od
pozostalych i pomyslany zostal wlasnie dla poczatkujacych.

Mizar-MSE obejmuje soba klasyczny rachunek predykatów
z równoscia. Tym, którzy nie wiedza, co znaczy poprzednie
zdanie, mozemy polecic lekture znakomitej ksiazki
A, Grzegorczyka"Zarys logiki matematycznej", ale i bez

znajomosci ksiazek o logice mozna bedzie zapoznac sie
z Mizarem bez klopotu, co najwyzej z pewnym wysilkiem.

W dalszym ciagu tego kursu bedziemy powolywali sie na rózne
elementarne teorie matematyczne, na ogól dobrze wszystkim
znane. Czytelnicy beda mogli (jesli zechca) rozwiazywac zadania.

a Ci, którzy nadesla rozwiazania, otrzymaja wydruk z komputera,
bedacy wynikiem sprawdzenia ich rozwiazania przez maszyne.
Jesli w rozwiazaniu beda bledy lub maszyna przyzna, ze

sprawdzenie tekstu przekracza jej mozliwosci, to oczywiscie
zaznaczy to w pewien sposób. Ale do tego jeszcze wielekroc
wrócimy.

Zaczniemy od budowy zdan w Mizarze-MSE. Najprostszymi
zdaniami sa zdania atomowe. I tutaj mamy do czynienia z
pewnym ubóstwem. Zasadniczo jedyna postacia takich zdan jest:
symbol predykatu [argument I, argument 2, ...• argumentkl.

Nie mozemy zatem napisac l< 2, ale mozemy to samow naszym
jezyku wyraziC przez: mniejszy[1,2]. Albo np. LT [1,2] (LT od
angielskiego Less Than). l i 2 to argumenty predykatu. Predykat
moze miec dowolnie duzo argumentów, w praktyce nie spotyka

sie wiecej niz, powiedzmy, dziesiec (na ogól mniej). Predykat
moze miec jeden argument, np: dodatnie [4]. Przy zgodnej
z intuicja interpretacji znaczenia predykatu dodatnie, powyzsze
zdanie atomowe jest prawdziwe, rzeczywiscie 4 jest liczba
dodatnia,. ale np.: dodatnie[O] nie jest zdaniem prawdziwym.
Dozwolone sa równiez predykaty bez argumentów, ale wtedy
chodzi na ogól o sytuacje w pewnym sensie wyjatkowa.

W Mizarze mozna wyrazic fakt, ze dwa obiekty sa równe, np.:
2 = 2 i takie zdania zapisujemy zwyczajnie. Jest to tez zdanie
atomowe, symbolem predykatu jest=, ale umieszcz.amy go
m~edzy argumentami. Podobnie z nierównoscia, z tym ze

symbolem predykatu jest< ), np.: 3< ) 7. Moze.my oczywiscie
napisac 2< ) 2, ale jest to zdanie falszywe.

\Vyja~ko,wo ~. tym pierwszym odcinku podamy na nnrginesie sens (a nie
tlumaczenie wyraz za wyrazem) zapisanych w Mizarzc zdan.

Wiedzac jak buduje sie zdania atomowe, mozemy przejsc do zdan
zlozonych, które budujemy ze zdan atomowych za pomoca
spójników zdaniowych. W Mizarze mozemy uzywac nastepujacych
spójników:

negacja, zapisywana jako' not przed negowanym zdaniem np.:

NOT LTC3,2]; NOT 2=3

3 nie jes~ mniejsze od 2, 2 nie jest równe 3.

- koniunkcja, zapisywana znakiem& miedzy zdaniami, np. :

DDDATNIEC1J & LTCO,l]

I jest dodatnie iO jest mniejsze od l,

- alternatywa, zapisywana przez or miedzy zdaniami, np:

LTCO,!] DR LT[l,OJ

o jest mniejsze od 1 lub l jest mniejsze od O.

- implikacja, zapisywana implies mIedzy poprzednikiem
i nastepnikiem, np:

LTCO,7J IMPLIES DODATNIE[7J

Jesli Ojest mniejsze od 7, to 7 jest dodatnie.

~ równowaznosc, zapisywana przez ifr, np.:

LTCO,?] IFF DODATNIEC7J; NOT 2=3 IFF 2<)3

o jest mniejsze od 7 wtedy i tylko wtedy, gdy 7 jest dodatnie.

Mozemy (a czasami musimy) uzywas; okraglych nawiasów przy
budowaniu zdan blfrdziej zlozonych. Ciag zdan atomowych albo
dowolnych zdan w nawiasach mozemy napisac bez dodatkowych
nawiasów. Np:
LTC1,2J & Lll2,3J & LTC3,4J ~ LTC4,SJ;

LTC6,7J OR LTr.:7,8J DR (LTCS,9J -IMF'LIES NOT LTC9,8J)

l jest mniejsze od 2i 2 jest mniejsze od 3i 3 jest mniejsze od 4i 4 jest mniejsze

od f' 6 jest mniejsze od 7 lub' 7 jest mniejsle od S lub tez jesli S,jest mniejsze 'od 9,

to 9 nie jest mniejsze od S - w drugim zdaniu widac, zew Mizarowym zapisie
lepiej widac o co chodzi.

Koniunkcja jest naj mocniej wiazacym spójnikiem. Nastepujace
zdanie:

LTC1,2J ~ LTC2,3J OR LTC3,2J & LTC2,lJ

nalezy rozumiec:

(LTC1,2J & LTC2,3J) DR (LTC3,2J & LTC2,lJ)

Implikacja i równowaznosc sa spójnikami wiazacymi dokladnie

dwa zdania, z których kazde moze byc zdaniem atomowym,
ciagiem koniunkcji lub tez dowolnym zdaniem ujetym
w nawiasy. Niepoprawne jest zatem zdanie:

LTe5.6J IFF DODATNIEe6J IMPLIES DOIJATNIEe5J

i musImy wstawic nawiasy, by wskazac, co jest argumentem
którego spójnika.

W Mizarze mozemy uzywac obu kwantyfikatorów: ogólnego
i szczególowego. Najprostsza postac kwantyfikatora ogólnegv
wyglada tak np.:

FOR X BEINO LICZBA
HOLDS L HX. OJ DR DODATNIEeXJ DR X=O

'"')('wolna liczba x Jest mniejsza od -;l, dodalnia lub równa O.



To co wystepuje po holds jest zdaniem i nazywa sie zasiegiem
kwantyfikatora. Wprowadzona zmienna zwiazana (oznaczonax)'
jest okreslonego typu, mianowicie jest liczba. Kwantyfikator
moze wiazac wiecej zmiennych, które moga byc róznych typów
np.:

FOR X,Y BEINO LICZBA, Z BEINO ZBIORLICZB
HOLDS X=Y ~ JESTW[X.ZJ tMPLIES JESTW[Y.ZJ

Dla 4"wolnych liczbx i y .raL dla dowolnego zbioru liczbz jesli x = y i x jest
elementem z to y tez jest elementem z.

Ostatnie zdanie mozemy zapisac w postaci kwantyfikatora
ograniczonego:

FOR X.Y BEINO LICZBA. Z BEINO ZBIORLICZB
ST X=Y ~ JESTW[X,ZJ HOLDS JESTW[Y.ZJ

Dla dowolnych równych liczbx i y i dowolnegO' zbioruz, którego x jest
elementem, zachodzi y E z.

Zdanie wystepujace po st jest ograniczeniem obowiazywania
kwantyfikatora. Takie ograniczenie moze byc wyeliminowane przez

przeniesienie go do zasiegu kwantyfikatora jako poprzednika
implikacji ·(por. dwa ostatnie zdania z kwantyfikatorami).

A oto przyklad. iak zapisujemy kwantyfikator szczególowy:

EX' X BEINO LICZBA ST DODATNIEeXJ

Istnieje liczba dodatniax.

Zdanie wystepujace po st .stanowi zasieg tego kwantyfikatora.
Równiez kwantyfikator szczególowy moze wiazac wiecej
zmiennych.
Np.:

EX X.Y BEINO LICZBA ST LHX.YJ

Istnieja takle liczby:x iy, ze :x < y.

W przypadku, gdy zasiegiem kwantyfikatora ogólnego jest zdanie
rozpoczynajace sie kwantyfikatorem (dowolnym), to symbol
holds mozemy opuscic, np.:

FOR X,Y BEINO PROSTA
EX Z BEINO PUNKT ST NMZ.XJ ~ NA[Z.n

Dowolne dWIeproste maja punkt wspólny.

Wrócmy teraz do konstruktorów zdan atomowych, czyli do -

predykatów. W Mizarze-MSE nie przewiduje sie koniecznosci
oddzielnego wprowadzenia predykatów przez np.
zapowiadanie, jakich predykatów bedziemy uzywac. Dwa
uzywane predykaty sa rózne, jesli zachodzi co najmniej jeden
z ponizszych warunków:
- maja rózny symbol predykatu,

- róznia sie liczba argumentów,
- co najmniej dwa odpowiadajace sobie wedlug kolejnos.ci
argumenty sa róznych typów, np.: jeden jest liczba, a drugi
punktem.

Dla rozwiania watpliwosci podamy przyklad.
Predykat uzyty w zdaniu:
FOR x.y BiOINO LICZBA HOLDS R[x.n

jest rózny od predykatu uzytego w ponizszym zdaniu:
FOR X BErNO LICZBA. Y BEINO PROSTA HOLDS R[x.n

. Piszac jakikOlwiek tekst matematyczny tnp. artykul) na ogÓl
przyjmujemy w punkcie wyjscia pewne fakty za ustalone
(aksjomaty lub twierdzenia juz znane w pewnej dziedzinie)
i na ich podstawie prowadzimy nasz wywód. W Mizarze
przewidziano te sytuacje. Zalozenia do tekstu piszemy we
wstepie po slowie environ. Zalozenia te nie sa sprawdzane pod
wzgledem zasadnosci, a jedynie pod wzgledem zgodnosci z regulami
budowy zdan. Kolejne zalozenia we wstepie 'oddzielamy znakiem

;,;" i nadajemy im nazwy. Podamy przyklad takiego wstepu dla
geometrii Euklidesa na plaszczyznie.

Wstep rozpoczety przez environ konczy sie slowem begin, które
z kolei rozpoczyna tekst zasadniczy. W jaki sposób piszemy ten
tekst, podamy w nastepnych dziewieciu odcinkach. W nim
bowiem zapisujemy nasze rozumowanie, dowody etc.

ENVIRON

AKSJOHATl:
FOR L BEINO PROSTA

EX A,B BEINO PUNKT ST Al >B ~ NA[A.L] ~ NA[B.LH

AKSJOHAT2:
FOR A.B BEINO PUNKT

EX L BEINO PROSTA ST NMA,L] ~ NA[B.LH

AKSJOMAT3:
FOR A,B BEINO PUNKT ST Al >B

EX L BEINO PROSTA.
ST NA[A.LJ ~ NA[B,LJ ~

(FOR Ll BEINO PROSTA ST NMA,LlJ ~ NA[B.LlJ
HOLDS L=Ll>;

AKSJOMAT4:
EX A.JhC BEINO PUNKT

ST NOT (EX L BEINO PROSTA ST NA[A.L] ~ NA[B,L] ~ NMC,L]);

AKSJOMAT:>:
FOR L BEINO PROSTA, A BEINO PUNKT ST NOT NA[A.LJ

EX Ll BEINO PROSTA
ST NA[A.LlJ ~

NOT (EX B BEINO PUNKT ST NA[B,L] ~ NMB,LU) ~
(FOR L2 BEINO PROSTA

ST NA[A,L2J ~
NOT (EX C BEINO PUNKT ST NA[C.L2J ~ NA[C,L])

HOLDS L2=L1)

aksjomat l: Na kazdej prostej leza (co najmniej) dwa punkty.
aksjomat 2: Przez kazde dwa punkty przechodzi prosta.
aksjomat 3: Przez dwa rózne punkty przechodzi dokladnie jed",a prosta.
aksjomat .4: Istnieja trzy nie wspólliniowe punkty.
aksjomat 5: Przez punkt poza prostlI przechodzi dokladnie jedna prosta z nill
rozlaczna.

A teraz ZADANIA:

Podac zapisane w Mizarze-MSE wstepy do nastepujac~h teorii:

1. Teoria liniowego porzadku dla ulamków.
Relacja porzadkujaca niech bedzie relacja niewiekszosci
opisywana przez dwuargumentowy predykat. Zapisac, ze relacja
ta jest zwrotna, przechodnia, antysymetryczna oraz spójna.

2. Teoria srodka na prostej.
Jako podstawowy mozna przyjac trójargumentowy predykat
opisujacy bycie srodkiem. Zapisac, ze
1. Dla kazdego odcinka (tzn. dla dowolnych dwu punktów)
istnieje jego srodek.
2. Dla kazdych dwu punktówa i b istnieje punkt c taki, zeb
jest srodkiem odcinka(a, c).
3. Dla kazdych pieciu punktówa, b, c, d, e takich, zeb jest
srodkiem (a, c), d jest srodkiem (c, e), c jest srodkiem (a, e)
zachodzi, ze c jest srodkiem(b, d).
4. Dowolny odcinek ma tylko jeden srodek.

Rozwiazanie zadania 2 podajemy w numerze. Jesli Czytelnicy
zechca przyslac nam swe rozwiazania zadania l, to otrzymaja
od nas, w postaci wydruku z komputera, wynik sprawdzenia, czy
ich zdania sa zgodne z regulami Mizara.

Ro~iazania tego zadania (i zadan z nastepnych numerów)
nalezy przesylac pod adresem redakcji "Delty" z napisem na
kopercie MIZAR. Do koperty z rozwiazaniem nalezy wlozyc
równiez zaadresowana do siebie koperte z naklejonym
znaczkiem za 5 lub 6 zl (lepiej, jesli koperty beda wiekszego

formatu, bo do ,malej koperty wydruk moze sie nie zmiescic).
Tylko przy spelnieniu tych warunków Czytelnik otrzyma obiecany

wydruk. Jesli Czytelnicy beda chcieli podzielic sie z ~ami swoimi
uwagami czy watpliwosciami - prosimy o pisanie ich na innej
kartce, niz rozwiazanie (gdy bedzie wiecej zadan, rozwiazanie
kazdego powinno byc tez na oddzielnej kartce).


