
Inwersja

Inwersja, stozkowe i inni

(2
. x,

x' = X2+y2
(1)

Jezeli mamy na plaszczyznie dany okrago(A, (), to inwersja wzgledem tego okregu (lub inwersja
o srodku A i promieniu () nazywane jest takie przeksztalcenie plaszczyzny, przy którym
obrazem dowolnego punktuP jest punkt P' nalezacy do pólprostejAP, spelniajacy warunek
AP, AP' = (2.

Inwersja przeksztalca proste przechodzace przezA na siebie, proste nie przechodzace przezA na
okregi przechodzace przezA (i odwrotnie: okregi przechodzace przezA na proste nie
przechodzace przezA), natomiast okregi nie przechodzace przezA na okregi nie przechodzace
przez A. Nie bedziemy sie tu jednak tym szczególowo zajmowac. Bardziej nas bedzie
interesowac, jak wygladaja obrazy niektórych krzywych stozkowych, takich jak hiperbola czy
parabola, przy inwersji wlasnie.

Poniewaz niektóre rachunki wygodniej jest przeprowadzac we wspólrzednych biegunowych,
przypomnijmy, jak wygladaja równania stozkowych we wspólrzednych biegunowych.

Jezeli okrag inwersji ma równaniex2+y2 = (2, to przy inwersji wzgledem tego okregu punkt
P = (x, y) zmienia wspólrzedne wedlug wzorów:
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Wspólrzedne biegunowe

Obi~rzmy na plaszczyznie euklidesowej dowolny punktF i pólprosta b o poczatku F. Wówczas
kazdy punkt P plaszczyzny jest wyznaczony jednoznacznie przez swoja odlegloscr od punktu F

i kat P (rys. 1). Para (r, p) nazywana jest wspólrzednymi biegunowymi punktuP, punkt F

biegunem, a pólprostab osia biegunowa.
Wygodnie jest przyporzadkowac kazdemu punktowi o wspólrzednych biegunowych(r, p) druga
pare "wspólrzednych":

(2) (r, p) := (-r, p+n).

Wzory na zmiane wspólrzednych biegunowych przy inwersji o srodkuA = (0,0) i promieniu (
maja postac:

Przypomnijmy, ze stozkowa o ogniskuF, kierownicy k i mimosrodzie e (e > O) nazywany
jest zbiór takich punktów P, których stosunek odleglosci od ogniskaF do odleglosci od
kierownicy k równy jest e (rys. 2).
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Stozkowe we wspólrzednych biegunowych

Obierzmy uklad wspólrzednych biegunowych tak, by ogniskoF bylo biegunem, a os biegunowa
byla prostopadla do kierownicy i przecinala ja w punkcieF'. Znajdziemy równanie stozkowej
w takim ukladzie wspólrzednych. ,

Niech punkt P o wspólrzednych (r, p) bedzie dowolnym punktem stozkowej, aRF=f(rys. 3).

Wówczas r = PF = e' PP' = e' P"F' = e(FF' -r 'cos rp)= e(RR' -r 'cos rp)=

= e(:F -r 'cos rp) = f-e' r' cos p'.
stad r = f-r' e 'cos p i ostatecznie

f
e 'cos rp+ 1

Równanie to jest równaniem elipsy (dlaO < e < 1) lub paraboli (dlae = 1) badz tez jednej
galezi hiperboli. Dlatego w przypadku hiperboli, gdzie punkty drugiej jej galezi leza po

przeciwnej stronie kierownicy niz odpowiadajace jej ognisko, musimy to równanie uzupelnic
równaniem drugiej jej galezi
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Rys. 2

Rys. 3 które otrzymujemy przeprowadzajac analogiczne rachunki.
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(r > 0, ~ E <- ; , ; >) .

~ E <0, 2n) lub

~ E <0,'2n).

r = 2u ·cos ~-s

r = 2u 'cos ~+s,

r = 2u 'cos ~-s,

r = 2u 'cos ~+s,(6)

(7')

(7")

Lemniskata Bernoulli'ego

Jedno z nich odpowiada koncom odcinków odkladanych w jedna strone od punktów przeciecia
z okregiem, a drugie ~ w druga. Wobec umowy (2) warunki (6) mozna zastapic przez

Slimak· Pascala

Jesli hiperbole równoosiowa o równaniux2_y2 = t2 przeksztalcimy przez inwersje o srodku
A = (0,0) i promieniu t, to jej obraz bedzie mial równanie {2(x2 - y2) = (x2 +y2)l, które'
otrzymujemy stosujac wzory (I) na zmiane wspólrzednych przy inwersji. Krzywa ta to
lemniskata Bernoulli'ego(rys. 4).

Slimakiem Pascalanazywac bedziemy krzywa otrzymana w nastepujacy sposób:

Na danym okregu o srodkuA i promieniu u obieramy dowolny punktF. Przez ten punkt
prowadzimy proste, a na tych prostych odkladamy od punktów przeciecia z okregiem,
w obydwie strony, odcinki o danej dlugoscis. Konce tych odlozpnych odcinków tworza krzywa
nazywana slimakiem Pascala (rys. 8). Jesli uklad wspólrzednych biegunowych obierzemy w ten

sposób, byF ?yl biegunem, a os biegunowa przechodzila przezA, to slimak Pascala opisywac
beda równania:

~o wyeliminowaniu z ukladu równan

Niech dane prostek i I maja równania x-y = ° i x+ y = O. Z warunków zadania wynika, ze
proste, na które rzutujemy punktA, to styczne do hiperboli o równaniuX2:""y2 = t2. Maja
wiec one rówminia postaciPIX-P2Y = t2, gdzie punkt stycznosci ma wspólrzedneP = (PI,P2)'

Wobec tego proste odpowiednio do nich prostopadle, przechodzace przezA, maja równania
P2X+PlY = O.

parametrów Pl ip2 otrzymujemy równaniet2(X2_y2) = (x2+ y2)2, a wiec znowu równanie
lemniskaty Bernoulli'ego (rys. 7).

Lemniskate mozna otrzymac i w inny sposób. Zbiorem punktów, których iloczyn odleglosci od
dwóch danych punktówF i G jest staly i równy s, jest krzywa nazywanaowalem Cassiniego.Na
rysunku 5 widzimy, jak wyglada owal Cassiniego, w zaleznosci od stosunkus do d - odleglosci
punktów F i G. Dla duzych s owal ten jest spójna krzywa i jeslis maleje, to po przekroczeniu

( ~ ) 2 "peka" na dwie czesci. W granicznym przypadku, dlas' = (~) 2 otrzymujemy równanie

~2 (x2 _ y2) = (x2 +y2)2 w ukladzie wspólrzednych, w którym' C= ( _ : ' O), D = (~., O).

Jest to wiec po.prostu lemniskata Bernoulli'ego (rys. 5).

Rozwiazmy teraz nastepujace zadanie:
Dane sa prostopadle prostek i I przecinajace sie w punkcieA. Znalezc zbiór rzutów
prostokatnych ,4' punktu A na proste wyznaczajace wraz z prostymik i I w "lewej" i "prawej"
cwiartce plaszczyzny trójkaty o danym polut2 (rys. 6).

PIX-P2Y = (2

P2X+P1Y = °
pi-pi = t2

x
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Rys. 9

Przeksztalcmy jeszcze raz hiperbole przez inwersje wzgledem okregu o promieniut, ale tym
razem niech srodkiem inwersji bedzie ognisko hiperboli. Rachunki przeprowadzimy we'
wspólrzednych biegunowych, przy czym biegunemF bedzie ognisko hiperboli, a os biegunowa
prostopadla do kierownicy, przechodzaca przez drugie ognisko (rys. 9).

Po zastosowaniu do równan (4) i (5), opisujacych obie galezie hiperboli, wzorów (3) na zmiane
wspólrzednych przy inwersji o srodku w ognisku obraz jednej galezi hiperboli bedzie krzywa

et2 {2 .
opisana równaniem r = --' cos ~+- (r > O), a obraz drugiej..równaniemr =f f

et2 t2
= --' cos ~- - (r > O). Otrzymalismy wiec równania opisujace slimak Pascala (rys. 10).f f
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Mnozac trzy ostatnie równosci stronami
otrzymamy:
(AL + LK) (BM + MK) (CM + LM)
(DK + KL) (EK + KM) (FL + LM) =
= DK EK'AL'FL'BM'CM, co wobec
nieujemnosciKL. LM, KM jest mozliwe
tylko wtedy, gdyKL = LM = KM = O.
czyli gdy K = L = M, co konczy dowód.

H. Iwaniec w 1969 roku udowodnil, ze
szesciokat jest (poza czworokatem) jedynym
wielokatem o takiej wlasnosci.

Y-S' rt = u,

l

r+s'Yt = u lub
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ilozwiazan,~ zadania M 344.
PrzypuSCmy,ze prukatne te tworza trójkat
KLM. Z równosci SABCD = SBCDE =.

1
= '2 SA8CDEf" mamy SABK = SKDE,

podobnie sprawdzamy, zeSBMC = SEMF

i SCLD= SALI'. Z równosci katów
., AKB = ., DKE, ~ BMC = ~ EMF.
., CLD = ~ ALF mamy:
AK· BK = DK' EK, CL,'DL = FL' AL,
?M' FM = BM, CM, czyli
(AL + LK) (BM + MK) = DK' EK,
(CM + LM) (DK + KL) = AL, FL,
(EK + KM) (FL + LM) = BM' CM.

Rys. 15

Kardioida

Powrócmy jeszcze do równania (7") slimaka Pascala. Jesli przyjmiemys = 2u, to ten szczególny

przypadek slimaka Pascala nazywac bedZiemykardioida (rys. 13). Równanie kardioidy ma wiec
we wspólrzednych biegunowych postacr = 2u (cos q;+ l).
Przeksztalcmy teraz parabole przez inwersje o srodku w jej ognisku i promieniuf. Stosujac

wzory (3) do równania paraboli(e = l) otrzymujemy równanie jej obrazuy = f(cos q;+ l),
a jest to, jak widzimy, równanie kardioidy (rys. 14).

Kardioide mozemy otrzymac takze w jeszcze inny sposób. Tym razem. niczego nie bedziemy
liczyc. Bedziemy za to toczyc. Zobaczymy, po jakim torze porusza sie punkt okregu, toczacego
sie po zewnetrznej stronie drugiego okregu o takim samym promieniur. Niech okrag Ot toczy sie

po okregu 02. W pozycji wyjsciowej okregi te sa styczne w punkcieA (rys. '15). Po przetoczeniu
sie okregu 01 po luku iG punkt A, którego drogi szukamy, znalazl sie w punkcieE. Poniewaz
luki AG i EG sa przystajace, czworokatEWKA jest trapezem równoramiennym. Stad zas
wynika, ze czworokat EWKI jest równoleglobokiem. W takim razie dlugosc odcinkaEi
równa jest 2r, niezaleznie od tego, jak daleko przetoczyl sie okrag01' W takim razie punkt A
porusza sie po szczególnym przypadku slimaka Pascala - po kardioidzie.

dr Jerzy BEDNARCZUK

(9)

Podstawiajac (8) do (9) otrzymujemy równanie owalu Kartezjusza we wspólrzednych
biegunowych:

(lO) r2(s2-l)-lr(ds2 'cos q;-u)+s2d2-U2 = O•. .
W zaleznosci od parametróws, u,d owal Kartezjusza moze byc spójna krzywa badz moze
rozpasc sie na dwie czesci. Jezeli parametry wyznaczajace owal Kartezjusza obierzemy tak, by
.u = S· d, jego równanie przybierze postac:r(s2-l) = 2d2s' cos q;-2sd. Porównujac je z (7")
widzimy, ze jest to równanie slimaka Pascala (rys. 12), który jest wiec szczególnym
przypadkiem owalu Kartezjusza.

(8)

gdzie s i u sa pewnymi stalymi, przy czyms# l, -1.
Obierzmy uklad wspólrzednych biegunowych tak,'byF byl biegunem, a os biegunowa
przechodzila przezD (rys. 11) i niechFD = d.
Wówczas

Owalem Kartezjuszanazywac bedziemy zbiór takich punktówP, których odleglosci r i Yl od
stalych punktów F i D spelniaja warunek
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