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Czy dla kazdego czworoscianu mozna zbudowac taka sfere, by
byla ona styczna do kazdej jego krawedzi (rys. l)?
Przez czworoscian rozumiemy oczywiscie dowolny ostroslup
o podstawie trójkatnej.
Nie da sie ukryc, ze nie z kazdym czworoscianem ta sztuka nam
sie uda. A z którymi? Jak to mozliwie naj prosciej sprawdzic?
Jest wiele sposobów. Podamy tu. trzy.

Równowazne sa mianowicie na przyklad nastepujace warunki:
(I) Dla danego czworoscianu istnieje sfera styczna do jego
wszystkich krawedzi.
(2) Okregi wpisane w sciany czworoscianu sa parami styczne
(rys. 2).
(3) Istnieja cztery, parami styczne sfery o srodkach
w wierzcholkach czworoscianu.

(4) Sumy dlugosci trzech par skosnych krawedzi czworoscianu
sa równe, czy)iAB+CD = AC+BD = AD+BC (rys. 3).
Przytoczone kryteria sa dosc wygodne w uzyciu. Wypadaloby je
jednak udowodnic.

Wszystkie wynikania "na dól", czyli (I)=> (2) => (3) => (4)
sa w zasadzie oczywiste. ·Wystarczy zatem udowodnic wynikanie
(4) => (I).

Dowód opiera sie na prostym fakcie: jesli mamy okrag wpisany
w kat, to odcinki PA i PB sa przystajace (rys. 4).
W konsekwencji, jesli mamy okrag wpisany w trójkatABC, to
otrzymujemy tu trzy pary odcinków przystajacych (rys. 5).

Zauwazmy, ze jest i odwrotnie: jesli punktyP, Q, R, nalezace
odpowiednio do boków trójkataABC, dziela te boki na odcinki
odpowiednio przystajace (rys. 6), to punkty te sa punktami
stycznosci boków trójkata do okregu wpisanego (rys. 5). Gdyby
bowiem na przyklad punktR przesunac nieco w strone punktuA,
to i punkt Q tez nalezaloby przesunac ku punktowiA, bo
wszak odcinki AR i AQ powinny byc przystajace. Wtedy jednak
punkt P nalezaloby, z tego samego powodu, z jednej strony
przesunac ku punktowiB, z drugiej zas strony - ku punktowi C,
co j.est raczej niemozliwe.

Wezmy teraz dowolny trójkatABC i niech punkty P, Q, R beda

punktami stycznosci jego,boków do okregu wpisanego. Wezmy
tez trójkat ABD, taki, by AD+BC = AC+BD. Odlózmy na
bokach AD i BD 'odcinki, jak na rysunku 7. WówczasDQ" =
= DP". Wobec tego punktyR, Q', P' sa punktami stycznosci
boków trójkata ABD do okregu wen wpisanego. W rezultacie
otrzymujemy, ze prostaAB jest prostopadla do prostejFG

. (rys. 8). Fakt ten nie ulegnie zmianie, nawet jesli zaczniemy
trójkat ABD obracac wokól prostejAB i trójkaty ABC i ABD
beda lezaly w róznych plaszczyznach. Wtedy jednak proste
prostopadle odpowiednio do tych plaszczyzn. poprowadzone
przez punkty F i G przetna sie (rys. 9).

I to juz w zasadzie wszystko, bo stad wynika, ze jesli mamy
czworoscian spelniajacy warunek (4), to proste prostopadle do
jego scian, poprowadzone odpowiednio przez srodki okregów
wpisanych w te sciany, spotykaja sie w jednym punkcie. I punkt
ten, jako jednakowo oddalony od wszystkich krawedzi
czworoscianu, bedzie srodkiem poszukiwanej przez nas sfery.

I na koniec zadanie - zadanie, które w pierwszej chwili moze

sie wydac nie zwiazane z omawianymi powyzej faktami:
Dana jest hiperbola o ogniskachF i G. Wykazac, ze srodki
okregóW wpisanych w trójkatyFGA. gdzie punkt A jest dowolnym
punktem jednego z ramion hiperboli, leza na prostej stycznej do
tego ramienia hiperboli w jego wierzcholkuP (rys. 10).
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