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Kilka uwag historycznych
o równaniach kwadratowych

Doc. dr Adam WACHULKA

"Najpierw bylo koniecznym i pozytecznym stworzyc srodki pomocnicze dla naszej sklonnosci do
czystego myslenia; dla tego geometrzy szukali tej pomocy w figurach, arytmetycy w liczbach,
inni jeszcze w innych srodkach".
Erazm Bartholin we wstepie doGeometrii Kartezjusza (1659 r.)

Czlowiek. od samego zarania mysli stykal sie z koniecznoscia liczenia i jego wynikiem - liczba.
Byla to oczywiscie, jak dzis mówimy, liczba calkowita, dodatnia. Pierwsza w kolejnosci liczba
byla jedynka, przed nia nie bylo "nic". Nie bede tu wchodzil wto, jak te liczby oznaczano,
nazywano i jak nimi operowano, choc sa to niewatpliwie ciekawe zagadnienia.

Wiecej uwagi liczbom i ich wlasnosciom poswiecono w Szkole Pitagorejskiej okolo VI w.p.n.e.
Sposród róznych wlasnosci liczb znanych Pitagorejczykom chcielibysmy tu zwrócic uwage na
liczby kwadratowe, nazywac je bedziemy krótko kwadratami. Byly to takie liczby, ze gdybysmy
jednostke przedstawili w postaci malego kólka, ilosc jednostek takiej liczby wypelnilaby pewien
kwadrat (rys. I).

Ponadto wyrózniali oni dla kazdego kwadratu figure "gnomon", skladajaca sie z jednostkowego
kwadratu i dwoch równych prostokatów (rys. 2).

Dla liczby kwadratowej I gnomon wynosil 2· I+ I = 3.

Dla liczby kwadratowej 4 gnomon wynosil 2·2+l = 5.

Dla liczby kwadratowej 9 gnomon wynosil 2· 3+ I = 7 itd.

Gnomon dolaczony do odpowiedniej liczby kwadratowej dawal z nia razem nastepna liczbe
kwadrat<)wa. Mozna to tak zapisac za pomoca oznaczen literowych, których Grecy nie
stosowali,

n2-j-(2n+l) = (n+I)2.

Z biegiem czasu okazalo sie, ze warto wprowadzic uogólniony gnomon, skladajacy sie
z dowolnego kwadratu i dwóch odpowiednich, przystajacych prostokatów (rys. 3). Niech bedzie
dany kwadrat o bokua. Wyznaczamy na przedluzeniu bokua odcinek o dlugoscib; z jego
konca prowadzimy prostopadla don do przeciecia z przekatna kwadratu o bokua

i uzupelniamy rysunek do kwadratu. Powstaly tu gnomon da sie zapisac w postaci2ab+ b2. Za
pomoca oznaczen literowych mozemy rysunek 3 opisac w taki sposób:

a2+(2ab+b2) = (a+b)2.

Jest to dobrze nam znany wzór, który w szkole wyprowadzalismy mnozac przez siebie sume
i redukujac wyrazy podobne.

Prostokaty na rys. 3 daja sie podzielic przekatnymi na dwa przystajace trójkaty prostokatne.
Pitagoras mial te trójkaty ulozyc w taki sposób, ze wierzcholki katów prostych pokryly sie
z wierzcholkaici kwadratu, a przyprostokatne pokrywaly boki kwadratu (rys. 4). W ten sposób
powstal wewnatrz pierwszego kwadratu drugi kwadrat, którego bokiem jest przekatna prostokata.

czyy przeciwprostokatna trójkata prostokatnego, która oznaczymy literac. Kwadraty o boku
a+ b na rys. 3 i 4 sa równe. Cztery trójkaty na rys. 4 sa równe dwóm prostokatom na rys. 3.

Stad wynika, ze kwadrat zbudowany na przeciwprostokatnej jest równy sumie obu kwadratów
zbudowanych na przyprostokatnych. Jezeli zachowamy'wprowadzone przez nas oznaczenia
literowe, zapiszemy otrzymany zwiazek w postaci

a2+b2 = c2.

Jest to twierdzenie znane pod nazwa twierdzenia Pitagorasa. Stanowilo ono wiekopomne
odkrycie. Wydawalo sie niezwykle proste, a zarazem pelne tresci, ale zawieralo wiele ukrytych
problemów, które niepokoily Pitagorejczyków, a takze wszystkich ich nastepców przez wiele
stuleci. Mianowicie juz dla trójkata prostokatnego równoramiennego o przyprostokatnych
dlugosci l stwierdzono, ze liczba kwadratów na przeciwprostokatnej wynosi 2, a ta liczba nie
wystepuje wsród liczb kwadratowych. Nie ma wiec liczby calkowitej, której odpowiadalaby
liczba kwadratowa 2. Okazalo sie tez, ze gdy jednostke podzielic na pewna liczbe równych
czesci, przeciwprostokatna nie da~sie wyrazic w calkowitej liczbie tych czesci. Nie usunelo

powstalych watpliwosci nawet ito, ze Pitagoras wyprowadzil pewne wyrazenia na boki
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Paradoks, jak zwykle w matematyce, traci na

ostroki przy dokladniejszym poznaniu \

zjawiska. Los konstruujac strumien

sygnalC\w czerpie odstepy z typowego
zestawu (wedlug zadanego rozkladu

i'rawdopodobienstwa) i odklada na osi czasu

-«ez wzgledu na ich dlugosc. Gdy wariancja
jest duza, losowane sa odstepy zróznicowane,
male i duze. Wejdzmy teraz w polozenie
osoby przychodzacej w chwili wybranej na

chybil trafil na przystanek. Osoba ta inaczej'

losuje dla siebie odstep miedzy sygnalami,
niestety, wpada raczej na odstep} dluzsze.
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trójkata prostokatnego, które w naszej symbolice dalyby sie zapisac w taki sposób:
najmniejsza przyprostokatna wynosi 20 + l, druga202 + 2a, przeciwprostokatna zas202 + 20 + I.
Jezeli w miejscea bedziemy podstawiac liczby calkowite, wyniki tez beda liczbami calkowitymi.

Bardzo dlugo trwaly dalsze badania, chyba az do czasów George'a Cantora (1845-1918)
i Richarda Dedekinda (1831-1916), którzy podali wlasciwe wyjasnienie powstalej trudnosci, ale

bylo to w' 25 stuleci pózniej. Moze warto sobie to nalezycie uswiadomic, aby zrozumiec, jakimi
trudnosciami jest najezona droga prowadzaca do matematycznego poznania.

Jednak przeciwprostokatna trójkata prostokatnego o bokach jednostkowych istnieje jako odcinek
i to jest niewatpliwe. Geometria grecka poprzestala wiec na badaniu figur geometrycznych
i operowaniu odcinkami, a realizowala to tak umiejetnie, ze jej wyniki sa przedmiotem
zainteresowan dzis jeszcze i to nie tylko pod wzgledem 'faktograficznym.

Morris Kline w artykule "Geometria" (por. "Matematyka w swiecie wspólczesnym", Bib!.
Problemów, PWN, Warszawa 1966) mówi tak: "Na przyklad równanie algebraiczne drugiego
stopnia o jednej niewiadomej (jakx2 - 8x + 7 = O) rozwiazywano geometrycznie i rozwiazanie,
które podal Euklides, nie bylo liczba, lecz odcinkiem prostej. Zatem geometria euklidesowa
obejmowala ówczesnie znana algebre". Zbadamy blizej to sformulowanie i spróbujemy odtworzyc

rozumowanie prowadzace do rozwiazania.

Przede wszystkim Euklides nie znal symboliki algebraicznej. Równanie w postacix2-8x+ 7 = O

nie wystepuje w jego tekscie. Moglo natomiasti.1 niego wystepowac takie zagadnienie: "Do
jakiego kwadratu nalezy dodac'prostokat o bokach 7 i l, aby powstal prostokat o bokach
równych 8 i bokowi szukanego kwadratu?". W naszej symbolice powstaloby równanie
x2 + 7· 1 = 8x. Na rysunku 3 kwadrat o bokua+b sklada sie wlasciwie z dwóch prostokatów,

a kazdy prostokat znowu sklada sie z kwadratu i prostokata. W oznaczeniach literowych, których,
jak jeszcze raz podkreSlamy, Grecy nie stosowali, mozna zapisac to w taki sposób:

(a2+ab)+(b2+ab) = (a+b)2
lub

a' (a+b)+b' (a+b) = (a+b)2.

Nie znajac wyrazen algebraicznych nie mogli Grecy ich porównywac, tak jak zrobilibysmy dzis.
Wobec tego pozostalo skonstruowac podobnie jak na rys. 3 kwadrat z uwzglednieniem danych
zadania (rys. 5).

Budujemy prostokat o bokach 7 i l. Dolaczamy do niego kwadrat o boku l, prowadzimy jego

przekatna itd., podobnie jak postepowalismy przy konstrukcji rysunku 3. Lewy prostokat sklada
sie z kwadratu l x I oraz z prostokata 7 x l i ma boki równe odpowiednio l i 8, spelnia wiec
warunki zadania. Prawy prostokat o bokach 7 i 8 sklada sie równiez z kwadratu 7 x 7
i z prostokata 7 x I, spelnia wiec równiez warunki zadania. Otrzymalismy dwa rozwiazania.

Mozna jednak rozwiazac to zadanie w nieco inny sposób. Liczba 7 da sie napisac jako 2 . 3 + l,
a wiec jest to gnomon liczby kwadratowej 9 odpowiadajacej liczbie 3. Nastepna liczba
kwadratowa odpowiada liczbie 4, a wiec polowie boku wymaganego prostokata. Latwo
sprawdzic, ze 4 - 3= 1, 4 + 3 = 7, co stanowi rozwiazanie postawionego zadania (rys. 6). Ten
drugi sposób zbliza nas juz do regul, którymi sie dzis poslugujemy, choc nie jest jeszcze tak
ogólny.

Jeszcze bardziej do naszego rozwiazania, choc tez bez symboliki algebraicznej, zblizyl sie
matematyk arabski Muhammed ibn Musa Al'Chwarizmi, okolo r. 825, a wiec w 11 stuleci po
Euklidesie, w dziele pl: "Al-gebr w al mukabala". Dotarlo ono do Europy pózniej i okolo
XII stulecia zostalo przetlumaczone na jezyk lacinski. Autor rozwiazuje tu w naszej symbolice
równanie x2+2l = 10x, zas w terminologii geometrycznej zagadnienie: "Do jakiego kwadratu
nalezy dodac prostokat o polu 21,.aby otrzymac prostokat o bokach równych 10 i bokowi

szukaneg? kwadratu".

Stosowanie tu gnomonu 21= 2· 10+ l nie prowadzi do wyniku. Wyznaczymy wobec tego
gnomon uogólniony dla kwadratu nie przewyzszaja~ego kwadratu 5' odpowiadajacego polowie
boku zadanego prostokata. Uogólnionym gnomonem jest tu 21= 2· 2· 3+32, a wiec gnomon
odpowiadajacy liczbie kwadratowej22• Wykonujac dzialania jak w poprzednim przykladzie

5 - 2 = 3 oraz 5 + 2= 7 otrzymujemy rozwiazanie. Al!tor formuluje regule te wyraznie w takich
slowach: "Podziel krotnosc szukanego boku na polowy, otrzymasz 5. Pomnóz to przez siebie
5· 5'= 25. Odejmij od tego wyraz wolny 21, otrzymasz 4= 2· 2. Odejmij 5 - 2= 3, dodaj
5+2 = 7. To sa boki szukanego kwadratu .... Pamietaj, ze gdy w zadaniu kwadrat polowy
krotnosci jest mniejszy od wyrazu wolns:go, rozwiazanie jest niemozliwe. Gdy zas ten kwadrat
jest równy wyrazowi wolnemu, wówcZas rozwiazanie jest równe polowie krotnosci nieznanego
boku". Na zastosowanie tej reguly podaje autor jeszcze inne przyklady. Regule swoja uzasadnia
na drodze geometrycznej (rys. 7). Algebra slowna matematyków Wschodu byla wiec, podobnie
jak u Greków i niewatpliwie pod pewnym ich wplywem, uzasadniana geometrycznie.

15


