
Wezmy dowolna liczbe 5E R*. o > O taka. z~o ~ O. Wtedy dla dowolnej liczby hiperrzeczywistej
x takiej. ze Ix-xo I < o mamy x ~ xo, a stadf * (x) ~ f*(xo). Zatem If*(x)- f*(xo)1 < E.

Wynika stad. ze V !\.lx-xol < o:;.lf*(x)-f*(xo)1 < e.
6eR·,6>0 xeR

Z zasady Leibnfza otrzymujemy teze: V !\.lx-xol < 5:;. If(x)-f(xo)1 < E.
6eR,6>0 xeR

W nastepnej kolejnosci wprowadzimy pojecie pochodnej opierajac sie na intuicjach omówionych
we wstepie. Mówimy. ze funkcjaf ma w punkcie Xo pochodna równaYo, jezeli dla kazdej róznej

d . k' . al '1' b h'l ó" f*(xo+h)-f*(xo) .. k' .
o zera mes onczeme m ejlCZ y l oraz r zmcowy ----h---- Jest mes onczeme

Zadania

M 372. Na dwóch pólprostych o poczatkuO wybieramy punkty A, B tak. zeOA = OB+m.
gdzie m jest ustalona liczba dodatnia. Wykazac. ze srodki odcinkówAB spelniajacych ten
warunek leza na pewnej pólprostej. '
Rozwiazanie na str. 10
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M 371. Wykazac, ze jedynym rozwiazaniem calkowitym równaniaxZ+yz+zz = 2xyz jest
x = y = z = O.

Rozwiazanie na str. 16

dla LIx ~ O, LIx "# O.
bliskiyo. Zatem f'(xo) = st( f*(xo+~~-f*(xo»)

Wreszcie zajmiemy sie pojeciem calki oznaczonej. Przypuscmy. ze w przedziale[a, bl mamy
/ b-a

okreslona funkcje ciaglaf Obieramy nieskonczona liczbe hipernaturalnav i kladziemy o = --o
v

Nastepnie dzielimy przedzial[a. bl* (zauwazamy. ze[a, bl* = {x E R*: a';; x.;; b}) na v równych
czesci o dlugosci <5 punktami to = a, t1 = a+o, tz = a+ho, ...• t. = b. Zauwazamy, ze
oczywiscie o ~ O. Zgodnie z intuicja podana we wstepie polozymy teraz

b .-1

V(x)dx = st( L f*(t,)· (t,+! -t,»).
a ;=0

Na zakonczenie nalezy stwierdzic, ze analiza niestandardowa nie jest wylacznie motywowana
filozoficznymi wzgledami elegancka formalizacja oryginalnych idei Leibniza, ale stanowi silny
aparat dowodowy. Z zasady Leibniza wynika. ze dowolna wlasnosc liczb hiperrzeczywistych,
dajaca sie sformulowac w sposób dopuszczony przez te zasade. przysluguje równiez liczbom

rzeczywistym. Dowód takiej wlasnosci stosujacy metody niestandardowe jest zatem do~odem
jej prawdziwosci. OJ?ecnie znamy juz szereg twierdzen udowodnionych po raz pierwszy wlasnie
przy uzyciu analizy niestandardowej.

+
M 373. Co jest wieksze:cos(sinx) czy sin(cosx)?
Rozwiazanie na str. 14
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F 156. Oszacowac sile dzialajaca na ladunekq umieszczony w srodku obojetnej elektrycznie.
metalowej powloki sferycznej o promieniuR i grubosci scianekLI. W powloce znajduje sie
niewielki otworek o promieniu r. Nalezy przyjac: r ~ R oraz LI ~ r.
Zadanie nadeslal p. Wlodzimierz Zielicz.
Rozwiazanie na str. 3

F 157. Prózniowy kondensator plaski zbudowany jest z dwóch cienkich plyt o powierzchnis,

odleglych od (s ~ dZ). Jak zmieni sie pojemnosc kondensatora, gdy umiescimy go w metalowej
puszce. której scianki znajduja sie w odleglosci3d (patrz rysunek)?
Rozwiazanie na str. 12
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