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Juz starozytni Grecy, a przed nimi Egipcjanie, Babilonczycy i inni zajmowali sie
praktycznie stosowaniem regul rachunkowych, uzywali algorytmów. Najslynniejszy
algorytm nosi imie Euklidesa, a samo pojecie tak mocno zroslo sie ze swa
egzemplifikacja w "algorytmie Euklidesa", ze przez pewien czas uwazano, iz slowo
"algorytm" ma grecki zródloslów: wywodzono je od algiros(= bolesny, trudny)
i arithmos (= liczba). Prawda jest jednak inna, slowo "algorytm", pierwotnie
oznaczajace sztuke wykonywania obliczen przy uzyciu cyfr "arabskich", pochodzi
z arabskiego, dokladniej - osi nazwiska Abu Dzafara Mohammeda ibn Musy
al Horizmiego, w którym to kwiecistym nazwisku obok imion przodka i potomka
wystepuje imie wlasne (Mohammed) i miasto (Horizm, dzisiejszy Chorezm
w radzieckiej Azji Srodkowej), z którego pochodzil slynny matematyk bagdadzki,
autor slawnej ksiazki Kitab al dzabr lal mukabala (z tego tytulu wziela sie
"algebra" l), z której to wlasnie ksiazki Europa nauczyla sie liczyc uzywajac cyfr
"arabskich". Jednym slowem, zupelna arabszczyzna, wyjawszy, naturalnie, same
cyfry, które pochodza z Indii.

Zanim Europejczycy posiedli trudna sztuke wykonywania obliczen w systemie
dziesietnym, poslugiwali sie rzymskimi abakami, czyli tabliczkami podzielonymi
na przegródki, do których wkladano kamyki, czyli calculi (stad "kalkulowac"!).
Eksperci od takich rachunków nosili miano abacystów, uczniowie (posredni!)
Horezmijczyka - algorytmistów. ZWyciestwo algorytmistów nie przyszlo szybko,
nawet w drukowanych juz ksiazkach mozna znalezc drzeworyty przedstawiajace
konkursy sprawnosciowe z udzialem reprezentantów obydwu szkól. A wiec
wdrazanie algorytmów arytmetycznych trwalo w Europie ponad 600 lat! (Ksiazka
Kitab ... powstala okolo roku 820). Warto o tym pamietac, gdy sarka sie na
powolne tempo wdrazania nowych metod postepowania. Ma ~ie te tradycje!

Dzis slowo "algorytm" ma tak wiele znaczen, zaleznych od okolicznosci, ze trudno
byloby dac uniwersalna, a jednoczesnie precyzyjna wykladnie jego tresci.
Najogólniej (a przeto niezbyt precyzyjnie) powiedziawszy, algorytm to
autonomicznie wyrazony przepis na osiaganie zamierzonego celu.

Zauwazmy, ze nie kazdy przepis na osiaganie zamierzonego celu jest algorytmem:
musi on byc autonomicznie wyrazony, czyli sformulowany tak, aby mógl byc
stosowany niezaleznie. To, od czego ma zachodzic owa niezaleznosc, jest sprawa
dosc niejasna, a uscislanie tego aspektu pojmowania "algorytmu" prowadzi do
wielu ciekawych, aczkolwiek trudnych do ujecia we wspólne ramy, rozwazan.

Latwiej bedzie zilustrowac o co nam chodzi na przykladzie: ,nie jest algorytmem
wewnetrznym "przepis postepowania" myszy, która znajduje droge do kawalka
sera ukrytego w glebi labiryntu. Istnieja natomiast dziesiatki algorytmów
ustalajacych lepsze czy gorsze postepowanie prowadzace do znalezienia drogi
w labiryncie. (Wiele z tych algorytmów zostalo zrealizowanych w postaci
programów sterujacych róznymi mechanicznymi "myszkami", które np. co roku
wspólzawodnicza o tytul najlepszej sztucznej myszy). Róznica polega, na owym
"autonomicznym wyrazeniu". Nie znamy pelnego opisu postepowania myszy
naturalnej, nie wiemy nawet, jakie czynniki na nie wplywaja, co mysz uwzglednia
decydujac sie na taki czy inny ruch miesni, nie wiemy nawet, w jakim stopniu
jej postepowanie zalezy od odbieranych bodzców zewnetrznych (i jakich),
a w jakim stopniu od pamieci, "swiadomej" i "podswiadomej", a takze od
"wbudowanych" odruchów sciegien, a nawet poszczególnych komórek.
Postepowanie sztucznej myszy jest natomiast calkowicie opisane jawnymi
formulami, nawet jesli opisuja one czasem zachowanie niedeterministyczne,
bo i wtedy zakres tudziez mechanizm owego niedeterminizmu sa wyraznie
opisane (podobnie mozemy powiedziec, ze algorytm gry w "chinczyka" jest
niedeterministyczny - pewne czynnosci gracza zaleza od wyniku rzutu kostka).

Aby autonomicznosc wyrazenia przepisu miala jakikolwiek sens, musi byc
okreslony - lub dany domyslnie - pewien uklad odniesienia, wzgledem którego
formuluje sie ów przepis. Taki uklad odniesienia nazywa sie czesto dziedzina
algorytmiczna, a w jego sklad wchodza obiekty, byc moze pogrupowane
w kategorie, rózniace sie pod wzgledem tych czy innych cech, ustalone relacje
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miedzy obiektami, byc moze uwzgledniajace podzial obiektów na kategorie,
a takze pewien repertuar operacji okreslonych na ooiektach, znów byc moze
z uwzglednieniem kategorii.

Dziedzina algorytmu Euklidesa jest zbiór liczb calkowitych nieujemnych, ze
zwyklymi relacjami równosci, mniejszosci itp., oraz z operacjamimi liczbach
calkowitych.

Jesli wsród tych operacji dopuscimy wystepowanie
operacji dzielenia z reszta, algorytm Euklidesa moze
miec postac:
Dane sa dwie liczby calkowite dodatnieX i Y.
Niech R bedzie reszta z dzieleniaX przez Y.
Jesli R = 0, to szukanym wynikiem (najwiekszym
wspólnym dzielnikiem) jest liczbaY i konczymy
wykonywanie algorytmu.
Jesli R =F 0, to przyjmujemy za nowa wartosc
X uprzednia wartoscY, a za nowa wartoscY otrzymana
wartosc R i powtarzamy cale postepowanie od
poczatku.

Jesli natomiast operacja dzielenia z reszta nie wystepuje
w naszej dziedzinie, algorytm Euklidesa przyjmie
postac:
Dane sa dwie liczby calkowite dodatnieX i Y.
JesliX = Y, to szukanym wynikiem jest liczbaX
i konczymy wykonywanie algorytmu.
JesliX =F Y, to niechM bedzie wieksza z liczbX, Y,
a m - mniejsza.
Obliczamy R = M-m.
Za nowa wartoscX przyjmujemy obliczona wartoscR,
a za nowa wartoscY - wartoscm i powtarzamy
cale postepowanie od poczatku.

--
Ro"wiazanie zadania M 385.

Jezeli (a+hl/j)' = e+dY3. to (a-bY3)' =
= e--dVJi (a+bVJ)'(a-by3)2 =

= (e+dy3)(e-dy3) = e'-3d'. Gdyby
wiec istnialy a i b zadane w tresci zadama,

to (99999)' - 3(100000)2 < Obyloby
kwadratem liczby a' - 3b'.

Inne rozwiazanie: Gdyby bylo 99999+
+ lOOOOOy3 = (a+b y3)', mielibysmy

a' + 3b' = 99999 i2ab = lOOOOO.

Z pierwszej z tycb równosci wynika, zea
dzieli sie przez 3.·z drugiej zas, ze sie nie

dzieli. eo daje sprzecznoSC.

Bez trudu mozna zauwazyc, ze w wiekszosci przypadków pierwsza wersja
algorytmu wymaga mniejszej liczby kroków niz druga. Wynika to stad,
ze podstawowa robocza operacja wersji pierwszej - dzielenie z reszta - jest
"mocniejsza" niz robocza operacja wersji drugiej - odejmowanie. '

Liczba operacji, które nalezy wykonac, aby osiagnac cel algorytmu, jest jedna
z wazniejszych jego wlasnosci. Nie jest to jednak wlasnosc najwazniejsza.
Podstawowe pytanie dotyczace kazdego algorytmu odnosi sie do jego poprawnosci:
czy mozna zagwarantowac, ze wiernie przestrzegajac przepisu wyrazonego
w algorytmie zawsze -osiagniemy zadany cel. Praktycznie, oczywiscie, interesuja
nas tylko takie algorytmy, co do których gwarancja jest jeszcze mocniejsza,
a mianowicie, ze cel osiagniemy w skonczonej liczbie kroków. Pytanie to mozna
zreszta postawic inaczej: czy mozna zagwarantowac, ze jesli wykonanie algorytmu
konczy sie (po skonczonej liczbie kroków przepis dyktuje zaprzestanie
wykonywania dalszych dzialan), to cel zostaje osiagniety. Jesli odpowiedz na to
pytanie jest twierdzaca, algorytm nazywamy czesciowo poprawnym. Jesli
ponadto mozna zagwarantowac, ze wykonanie algorytmu zawsze sie konczy,
to nazywamy go po prostu poprawnym' albo calkowicie poprawnym.

Dowód tego, ze wykonywanie algorytmu zawsze sie konczy, jest czesto niezalezny
od dowodu, iz konczac sie osiaga pozadany cel. Na przyklad wykonanie drugiej
wersji algorytmu Euklidesa musi sie zawsze zakonczyc, gdyz w kazdym kroku
biezaca dodatnia wartoscM jest zmniejszana o dodatnia liczbe calkowita,
mniejsza odM. Poniewaz proces zaczyna sie ze skonczona wartosciaM, na pewno
nie moze liczyc wiecej niz owo poczatkoweM kroków. Dowód tego, ze wykonujac
algorytm do konca osiagamy zamierzony cel, wymaga spostrzezenia dwu faktów:

l. z tego, ze wykonanie algorytmu dobieglo konca, wynika, iz biezace wartosci
X i Y spelniajaX = Y,
2. z wlasnosci najwiekszego wspólnego dzielnika (NWD) dwu liczb calkowitych
wynika, dla dowolnych dodatnichA > B, ze NWD (A, B) = NWD (A - B, B).

Pierwszy z tych faktów jest konsekwencja samego algorytmu, drugi jest wlasnoscia
dziedziny, której algorytm dotyczy. Mamy tu do czynienia z bardzo typowym
zjawiskiem: dowód poprawnosci algorytmu zalezy zarówno od wlasnosci jego
konstrukcji, jak i od wlasnosci dziedziny algorytmicznej.

Podobnie, na konstrukcje - projektowanie - algorytmu wplywaja dwa, na ogól
rozlaczne, zespoly wiedzy: jeden, dotyczacy zasad budowy poprawnych
i sprawnych algorytmów i drugi, scisle zwiazany z dziedzina, dla której pisze sie
ów algorytm. Czasem owa dziedzina ma charakter formalny, jak w przypadku
algorytmu'Euklidesa, je-ctnakzew wielu praktycznie interesujacych przypadkach
jest nia pewna dziedzina wiedzy albo zgola umiejetnosc, nie majaca adekwatnej
reprezentacji formalnej. Sytuacja taka Wystepuje na przyklad wtedy, gdy chcemy
ulozyc algorytmy dla banku, biura podrózy czy towarzystwa ubezpieczeniowego,
nie mówiac juz o takich zastosowaniach, jak przeklad z jednego jezyka potocznego
na inny albo zarzadzanie gospodarcze.
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Uzytecznosc i przydatnosc stosowania komputerów polega na tym, ze sa one
urzadzeniami w zasadzie bezblednie wykonujacymi algorytmy. Naturalnie, po to,
aby algorytm mógl byc wykonany przez komputer, nalezy ten algorytm
przedstawic w pewien okreslony sposób, wyrazic w jezyku programowania.
Kwestia wyrazenia algorytmu w jezyku programowania, aczkolwiek niezmiernie
wazna z "wewnatrz-informatycznego" punktu widzenia, jest jednak czysto
techniczna w tym sensie, ze nie stanowi ona zadnej istotnej bariery przed
mozliwoscia komputerowego rozwiazania problemu. Bariere taka stanowi
natomiast brak odpowiednich algorytmów, a takze, niekiedy, nadmierna zlozonosc
obliczeniowa istniejacych algorytmów (przez "zlozonosc obliczeniowa" algorytmu
rozumie sie oszacowanie kosztu jego realizacji, mierzonego liczba wykonywanych
operacji) ..

Informatyka bada metody budowy,. analizy i przeksztalcania algorytmów dla
dziedzin, które sa na tyle dobrze opisane sformalizowanymi zwiazkami, ze stosujac
do nich (tj. dziedzin) zasady obliczalnych wnioskowan, nie nalezy obawiac sie
popelnienia grubego bledu. Stosowanie algorytmicznych metod postepowania
w dziedzinach nie spelniajacych tego warunku jest bledem metodologicznym,
nie dajacym sie zazwyczaj wykryc w zaden sposób przed tragiczna nieraz
konfrontacja wyników takiego postepowania z rzeczywistoscia. Niestety, pokusa
zastosowania komputerów w dziedzinach pozornie tylko albo polowicznie
sformalizowanych bywa zbyt wielka.

Oprócz konstrukcji, analizy i przeksztalcania algorytmów, informatyka
zajmuje sie takze algorytmami jako tworami abstrakcyjnymi. Badania takie maja
fundamentalne znaczenie poznawcze. Próbuje sie znalezc odpowiedzi na takie
na przyklad pytania: Czy zawsze wtedy, gdy dany problem dopuszcza rozwiazanie
algorytmiczne, istnieje algorytm optymalny dla tego zadania (np. algorytm
najszybszy, o najmniejszej zlozonosci obliczeniowej)? Jaka klase funkcji mozna
obliczyc za pomoca algorytmów zbudowanych z danego zestawu operacji?
Czy zmiana modelu realizacji algorytmu (np. wzbogacenie go o obliczenia
niedeterministyczne) zmienia w istotnym stopniu zakres zadan, które mozna
rozwiazac algorytmicznie?

Widzimy wiec, ze problematyka algorytmów - autonomicznych przepisów
efektywnego postepowania - obejmuje cale spektrum zainteresowan matematyki:
od najbardziej podstawowych, filozoficznych niemal, do calkowicie praktycznych,
by nie rzec: utylitarnych. Niektórzy powiadaja, ze prawdziwa matematyka to
wlasnie studium algorytmów.-Jak zwykle przy takich mocnych uogólnieniach
nie wsZyscyzechca je podzielic. W kazdym razie trudno nie zgodzic sie z tym,
ze studium algorytmów to prawdziwie pasjonujace zajecie i kawal pieknej
matematyki.

Rozwiazanie zadania M 383.

Przypuscmy, ze ta sama liczba pojawia sie
. dwukrotnie po raz pierwszy w wierszun+ l.

Oznaczmy ja przezT. Poniewa;l wszystkie

liczby W n-tym wierszu sa z zalotenia róme,

wiec r = u' = f/+ l dla pewnej pary u,f/
eleD"entów n-tego wiersza. Mam)':f/ = u' - 1
i poniewaz najwiekszym kwadratem liczby

naturalnej nie przewyzszajacym u' - l jest

(u-I)' = (u'-I)-(2u-2),wiecdla

otrzymania v potrzebujemy co najmniej

2u- l operacji (podniesienie do kwadratu
i 2u-2 dodawania jedynki). Wynika stad,

ze n ~ 2u i li-Q ~ 2u-l. co jest niemozliwe,
poniewaz u > a > l.

Rozwiqz"ni. z"danin M 3lW.
LaLwo zauwazyc, Zt.: ;:zesci calkowite liczb

Xl~ "t Y" n!e:il IN zaua:rlu btotne i m07~DlY
r<JzpattY"'Jac jedynie C2eSCl ulam!{O'Ne

y~ ~ ;(1- {XIJ, . "J y~ = ."_'2 {X;lJ. prL) ~zy'"!\
mozemy z3h>Zy;,:h ) ~ Y't-or:; ;h~"i ..

• ~:lrJ <

Wybierzmy teraz takiek, ze kYk <' n ~ l

i (k + I)Yk+1 > n + l (ew~ntualnie k = O).4

P . '. n+l.
om.waz YHI > 4(k + l) , WIeC

( n+ 1 )(n-k)(l - Jilk+1) < (n-k) 1- 4(k+ l) .

. (n+l) n+lNIerównosc (n-k) 1- 4(k+ I) •• -4-
jest równowazna (n-k)(4k-n+3) ••
•• (n + I)(k + l), a ta je.t równowaz.na

nierównosci (n - (2k t- I»';. Ospelnionej

dla dowolnych k, n.

Jesli teraz y" ... ,Yk zaokraglimy do O,

a YH lo •.. , Yn do l, to najwiekszy blad·
przy zastepowaniu skladników sumy ich

zaokragleniami moiemy POpehlic rozpatrujac

sumy y"" ... +Yk i Yk.l + ... +y ••

W pierwszym przypadku blad wyni.,ie

n"jwyzej ky>., " w clrusim najwyzej
(n-k)(1- >'k+')'

Y1ynik" stad, ze dla podanogo y,'Yi:ej wyboru
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