
Kacik olimpijski Podamy teraz kilka zadan dla Czytelników.

Przy rozwiazywaniu niektórych zadan z geometrii bardzo
wygodnym narzedziem jest rachunek wektorowy. Oto jego zalety:
l ° Wiele pojec geometrycznych latwo jest wyrazic za pomoca
wektorów, np. : równoleglosc, prostopadlosc, dlugosc odcinka,
pole trójkata.r Rachunek wektorowy podlega prawom zwyklej algebry.

Jako przyklad rozwiazemy zadanie 4 z zawodów lII stopnia
XVIII Olimpiady Matematycznej.

Przekatne pewnego czworokata plaskiego, którego kolejne boki
maja dlugosci a, b, c, d, sa prostopadle. Udowodnic, ze
przekatne dowolnego czworokata plaskiego, którego kolejne boki
maja dlugosci a, b, c, d, sa prostopadle.

Rozwiazanie. NiechABCD bedzie dowolnym czworokatem

plaskim. Obliczymy iloczyn skalarnyAC, BD wektorów,
utworzonych przez jego przekatne.

AD2 = AD2 = (AB+BC+Crw = AB2 +BC2+CD2+
+2AB' BC+2AB' CD+2BC' CD = AB2+CD2-BC2+

+2(AB+BC)· (OC+CD) = AB2+CD2-BC2+2AC' BD,
~ -~ l

a stad AC, BD = - (AD2 + BC2 - AB2 - CD2) .
. 2

Okazuje sie, ze iloczyn ten zalezy tylko od dlugosci boków
czworokata. Poniewaz prostopadlosc przekatnych jest
równowazna zerowaniu sie tego iloczynu, wiec w czworokacie,
którego boki równe sa bokom wyjsciowego czworokata, przekatne
tez musza byc prostopadle, c.n.d.

l. Dane sa w przestrzeni punktyA, B, C, D. Niech M oznacza
srodek odcinka AC, zasN - srodek odcinkaBD. Udowodnic, ze

AB2+BC2+CD2+DA2 = AC2+BD2+4MN2.

(zadanie 8 z II Austriacko-Polskich Zawodów Matematycznych)

2. Dana jest w przestrzeni kulaK i punkty A, B poza kula takie,
ze odcinek AB przecina wnetrze kuli. Udowodnic, ze zbiór tych
punktów P, dla których odcinki AP i BP sa styczne do kuliK,

zawarty jest w pewnej plaszczyznie.
(zadanie 3 z zawodów II stopnia XXXI Olimpiady Matematycznej)

3. Udowodnic, ze jezeli punktP przebiega okrag wpisany
w trójkat ABC, to wartosc a . PA 2 + b . PB2+ c . PC2 jest stala
(a, b, c sa odpowiednio dlugosciami boków lezacych naprzeciw

wie~zcholków A, B, C).
(6-II-XXXI)

4. Dana jest kula i wewnatrz niej punktP. Punkty A, B, C sa
takimi dowolnymi punktami powierzchni tej kuli, ze odcinki
PA, PB, PCsa parami prostopadle. Niechp(j bedzie przekatna
wewnetrzna prostopadloscianu wyznaczonego przez odcinki- - -
PA, PB, Pc. Wyznaczyc zbiór punktówQ.
(zadanie 2 z XX Miedzynarodowej Olimpiady Matematycznej)

Slawomir TOMASZEWSKI

Redaguje mgr Maciej JEDRZEJCZAK
F 208. Jaki ksztalt powinna miec klepsydra (rysunek) wypelniona woda, aby skala czasu byla
liniowa?

Rozwiazanie na str. 6

F 209. Jakiej grubosci warstwa lodu utworzy sie na spokojnej powierzchni jeziora w ciagu
12 godzin, jesli temperatura powietrza wynosi - JQoC, a poczatkowa temperatura wodyO°c.
Wspólczynnik przewodnictwa cieplnego lodu x= 2,2 JjK .s .m, cieplo topnienia
L = 3,4 x 105 J jkg, a gestosc(! = 900 kgjm3•

Rozwiazanie na str. 4

Znalezc rozklad X.

Rozwiazanie na str. 7

M 453. Boki wielokata wypuklego o obwodziep "rozsunieto" o 1. Udowodnic, ze przyrost
pola jest wiekszy nizp +n.
Rozwiazanie na str. 6

M 452. Niech X bedzie zmienna losowa, przyjmujaca wartosci calkowite nieujemne,
o nastepujacej wlasnosci

P(X',;:> m+n[X,;:> m) = P(X';:> n) dla m,nEN.

Zadania Redaguje dr Rafal SZTENCEL
M 451. Znalezc liczbe dziesieciocyfrowa, której pierwsza cyfra jest zarazem liczba zer w jej
zapisie dziesietnym, druga liczba jedynek i tak az do ostatniej cyfry, która jest liczba dziewiatek.
Rozwiazanie na str. 7
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