
Chirurgia

Wsród róznych przestrzeni, których badaniem zajmuje sie

topologia, szczególne miejsce zajmuja rozmaitosci, czyli
przestrzenie, których kazdy punkt ma otoczenie homeomorficzne
z otwarta kula (dyskiem) w przestrzeni euklidesowej.

Sa one wazne z jednej strony dlatego, ze pojawiaja sie w naturalny
sposób w wielu dzialach matematyki, a nawet poza nia (juz
Poincare na przelomie XIX i XX wieku zaczal badac rozmaitosci

pojawiajace sie w zagadnieniach mechaniki teoretycznej),
z drugiej zas - poniewaz ich regularnosc w skali lokalnej
pozwala na formulowanie silnych twierdzen dotyczacych ich

Dr Krzysztof S. NOWINSKI

"globalnego" ksztaltu. Przykladem takiego twierdzenia moze

byc klasyfikacja rozmaitosci dwuwymi.arowych, czyli powierzchni:
dowodzi sie, ze kazda powierzchnia zwarta jest homeomorficzna
ze sfera, z której wycieto pewna liczbe kól "zaklejajac" powstale
dziury "rurkami", czyli zbiorami homeomorficznymi
z powierzchnia walca, lub wstegami M6biusa. Liczba doklejanych
rurek i wsteg M6biusa moze byc przy tym wyznaczona z·pewnych
algebraicznych niezmienników powierzchni.

Dwa zbiory sa homeomorficzne, jesli istnieje wzajemnie jednoznaczna
funkcja ciagla z jednego na drugii taka, ze funkcja do niej odwrotnatez

jest ciagla.

Rys. 1

Podobne twierdzenia, dajace klasyfikacje rozmaitosci wyzszego
wymiaru, sa znacznie trudniejsze i wymagaja dosc wyrafinowanych
srodków technicznych. Jedno z takich narzedzi, z~ane
chirurgia, spróbujemy tu opisac.

W ogólnym przypadku chirurgia polega na tym, ze
w n-wymiarowej rozmaitosci M wybieramy podzbiór A

homeomorficzny z iloczynem kartezjanskim p-wymiarowej sfery
SP i q + l-wymiarowej kuli D" + l, przy czym p +q +1 = n.
Brzegiem zbioru A jest iloczyn SP x S". Usuwamy teraz zM
wnetrze zbioru A i wklejamy inny zbiór B = DP+ l X S"; brzegiem
B jest równiez SP x S", a wzdluz niego wlasnie kleimy. Otrzymana
w ten sposób nowa rozmaitosc M'nazywamy wynikiem chirurgii
typu (p, q).

A oto kilka prostych przykladów. GdyM jest okregiem, musi
byc p = q = O; pamietajmy, zeSa, czyli brzeg odcinka Dl
to po prostu dwa punkty.

Gdy Mjest powierzchnia (n = 2), mamy juz wiecej swobody: oto przyklady chirurgii typu (1,0) i (0,1) dokonanych na sferze,

sfera
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trzech chirurgii typu (1,0) na torusie,

Rys. 5

oraz chirurgii typu (0,1) na takim samym torusie.
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Zauwazmy tutaj, ze w pewnych przypadkach dwie chirurgie moga
byc wzajemnie odwrotne: chirurgia typu (0,1) zrobilismy ze sfery
torus - rysunek 4, gdy chirurgia typu (1,0) z rysunku 5 lub 6
robi z torusa sfere.

"biegun pólnocny"-
-srodek rzutowania

Znacznie trudniej wyobrazic sobie chirurgie na rozmaitosciach
trójwymiarowych. Juz najprostszy przyklad takiej rozmaitosci -
sfera S3 - nie daje sie narysowac bezposrednio. Warto jednak,
przypomniec sobie znany z kartografii rzut stereograficzny, dzieki
któremu na plaszczyznie mozna przedstawic mape sfery bez

jednego punktu. Rysujac analogiczny rzut okregu na prosta
mozna sobie wyobrazic, ze przechodzac do wymiaru3 otrzymamy
rzut sfery trójwymiarowej bez punktu na trójwymiarowa przestrzen.
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NajciekawszYJIl przykladem chirurgii trójwymiarowej jest chirurgia
typu (1,1). Zbiorem A bedzie (pelny) torus SI xD2 przedstawiony
na rysunku 10. Czym jest jego dopelnienie (zbiór zakreskowany.
na rysunku 10, przedstawiajacym sfere trójwymiarowa w rzucie
stereograficznym, a wiec przestrzen R3)? Okazuje sie, o czym
spróbujemy sie przekonac, ze otrzymamy znowu pelny torus.
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Pomoze nam w tym nastepny rysunek przedstawiajacy analogie naszej konstrukcji w przypadku dwuwymiarowym.

Obracamy nasz rysunek
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Jedyna trudnoscia jest wyobrazenie sobie, co powstanie
z zakreskowanej czesci sfery dwuwymiarowej z rysunku 12, gdy
zaczniemy ja "obracac". Gdy jednak zauwazymy, ze "obracamy"
zbiór homeomorficzny z powierzchnia walcowa, przy czym jeden
jej równoleznik pozostaje ustalony (jest to przeciecie sfery
z plaszczyzna ",,),mozemy narysowac torus wypelniony rodzina
powierzchni stozkowych '(w szczególnych przypadkach bedzie
to powierzchnia walcowa i pierscien kolowy, majace wspólny
okrag)·
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Pozostaje juz tylko _opis drugiego stadium chirurgii: do torusa
T = S3,,(SI XD2) musimy dokleic znowu torusB = D2 XSI.
Tym razem doklejenie wyglada tak, ze utozsamiamy punkt
z powierzchni torusaT z jego lustrzanym odbiciem na powierzchni .
B. W rezultacie z dwóch zakreskowanych na rysunku 14 kól
sklejamy jedna dwuwymiarowa sfere; sklejenie takie odbywa sie
nad kazdym punktem okregu bedacego "rdzeniem" torusa ~
otrzymujemy ostatecznie iloczyn kartezjanskiil = SI XS2.

sklejenie

B
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Opisana tu chirUrgia typu (1,1) ma pewna szczególna ceche:
usuwany torusA i wklejany torus B sa homeomorficzne. Róznica
miedzy rozmaitoscia M i Nt polega na róznych sposobach
sklejania - róznych utozsamieniach powierzchni torusa z nia
sama. Gdy jeszcze dodamy mQzliwosc róznego polQzertiaA
w sferze S3 (mógl on byc np. zawiazany w wezel), otrzymamy
wielka róznorodnosc moi'liwyqh chirurgii, zwanych chirurgiami
Dehna. Stanowia one bardzo precyzyjne, choc trudne w uzyciu
narzedzie do badania rozmaitosci trójwymiarowych, uzywane

m.in. w ostatnio przedsiewziet~j przez Anglika Rourke
i Portugalczyka Rego próbie dowodu znanej od 87 lat hipotezy
Poincarego.

W Delcie nr 8/1986 informowalismy o udowodnieniu liczacej ponad 80 lat
hipotezy Poincarcgo. Dowód okazal sie bardzo trudny i do chwili obecnej
nie ma pewnosci, czy jest on poprawny.

Warto moze jeszcze przedstawic ogólna idee wykorzystania
chirurgii. Uzywamy jej do ••upodobniania do siebie" zadanej
pary rozmaitosci. Wyobrazmy sobie na przyklad, ze z sumy precla
i sfery przedstawionej na rysunku 15 pragniemy zrobic torus.

Zauwazamy przede wszystkim, ze naM znajda sie dwa punkty,
który.ch nie potrafimy polaczyc lukiem, Dwa punkty to jednak

So, a ich otoczenie to So xD2, a wiec ~ozna przeprowadzic
chirurgie, której wynikiem jest spójna juz rozmaitoscMl -
czyli precel.

Rys. 16
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Precel ten rózni sie jednak jeszcze od torusa; mamy na nim
cztery petle (zbiory homeomorficzne z okregami), przecinajace

sie w pojedynczych punktach i ~akie, których nie mozna sciagnac
do punktu nie opuszczajac przy tym powierzchni. Na torusie
petli takich mozna znalezc dwie (rys. 16). Wybieramy wiec

jedna z dwóch "zbytecznych" ~telek,»ierzemy jej otoczenie-
tym razem ma ono postacSl x Dl i wykonujemy chirurgie. Jej

wynikiem jest torus.

Rys. 15

W ogólnym przypadku historia komplikuje sie nieco, mozna
jednak efektywnie wyznaczyc pewien obiekt algebraiczny - tzw.

przeszkode do chirurgii stanowiaca pewne kryterium rozróznienia,
a wiec ~lasyfikacji. W rezultacie topologiczne zagadnienie
porównania dwóch rozmaitosci sprowadza sie do problemu
wyliczenia pewnego elementu pewnej grupy - a to jest wlasnie
celem rachunków-znanych pod nazwa topologii algebraicznej.


