
ll. Na zadnej prostej nie leza punkty wszystkich trzech kolorowo

. Zalózmy, ze jest inaczej. Przesuwajac prosta, na której leza punkty wszystkich ·trzech
kolorów, równolegle w ten sposób, by punkt zielony przeszedl na (0,0) i korzystajac
z 1. mozemy zalozyc, ze punkt czerwony(Zl,1/I) i niebieski (Z2,1/2) leza na. prostej
przechodzacej przez (0,0). Istnieje wiec liczba ~ taka, zez~ = ~Z2, 1/1 = ~1/2. Zatem
IIZ111 = 1I~III1Z211, 111/111= 1I~1I111/211·Poniewaz IIz111 <: 111/111i ~ i- 0, wiec IIz211 < 111/211,
co jest niemozliwe. '

Zalózmy, ze kwadrat o wierzcholkach (0,0), (0,1), (1,0), (l,l)podzielono nan
trójkatów o równych polach. Wierzcholek (0,0) jest zielony, (0,1) - czerwony, a dwa
pozostale - niebieskie. W mysl 2, którys z trójkatów podzialu ma róznokolorowe.
wierzcholki. Przesunmy ten trójkat równolegle tak, by wierzcholek zielony przeszedl
na (0,0). Z 1. wynika, ze pozostale wierzcholki nie zmienia kolorowo Zalózmy, ze po
przesunieciu wierzcholkiem czerwonym jest(Zl,1/1), a niebieskim - (Z2,1/2)' Pole
trójkata o wierzcholkach (0,0),(Zl,1/1), (Z2' 1/2) jest równe ~ = !IZ11/2 - Z21/11.

Poniewaz IIz111 < 111/111i IIz211 ~ 111/211,wiec IIZ11/211 < IIZ21/1II· Zatem II~II =
= 1I!lIl1z211111/111~ 2· 1 . ,1 = 2. Wynika stad, zen jest liczba parzysta, ggyz jak
zauwazylismy, dla nieparzystegon mamy II ~II = 1.

Jak dobrze wiadomo CzytelnikomDelty, przy wielokrotnym rzucie symetryczna
moneta do uzyskania orla potrzebne sa srednio dwa rzuty (zadanie M 469Delta
5/1987). Jasne jest, ze taka sama jest srednia liczba rzutów potrzebna do otrzymania
reszki. A co sie dzieje przy oczekiwaniach na serie dlugosci dwa? Wówczas sytuacja
zmienia sie radykalnie. Jak nietrudno sprawdzic, srednia liczba rzutów potrzebna do
uzyskania dwóch orlów pod rzad jest 6, natomiast dla uzyskania serii (O,R) potrzeba
srednio tylko 4 rzuty. Róznice te sa jeszcze bardziej widoczne przy oczekiwaniach na
dluzsze serie; i .tak na przyklad do uzyskania serii (O,O,R,R,O,O) potrzeba srednio
70 rzutów, dla serii(0,0,0,0,0,0) az 126,podczas gdy dla serii (O,O,O,O,O,R)
wystarczaja srednio 64 rzuty, czyli prawie dwukrotnie mniej! Obliczenie czasów
oczekiwania w tym przypadku wymaga dosc zmudnych rachunków. Okazuje sie
jednak, ze przy uzyciu podstawowych faktów z teorii martyngalów mozna latwo
wyliczac srednie czasy oczekiwania na serie dowolnej (skonczonej) dlugosci przy
wielokrotnym powtarzaniu doswiadczenia nawet bardziej skomplikowanego niz rzut
moneta· .
Sprecyzujmy dokladnie problem. Zalózmy, ze powtarzamy wielokrotnie doswiadczenie
losowe Z, w pojedynczej próbie mozemy otrzymac co najwyzej przeliczalna liczbe
wyników (kazdy z dodatnim prawdopodobienstwem). Oznaczmy zbiór tych wyników
przez.W. NiechA = (a1,a2, ... ,am) bedzie dowolnym ciagiem, którego wyrazami
sa elementy zbioruW i oznaczmy przezTA pierwszy moment pojawienia sie seriiA
w ciagu powtórzen doSwiadczeniaZ. Pytamy sie, ile razy trzeba srednio powtórzyc
doswiadczenie Z, by uzyskac serieA. I

Probabilistyczny model jest nastepujacy: dana jest dyskretna zmienna losowa
Z o zbiorze wartosciW oraz ciag (Zl, Z2'.") niezaleznych zmiennych losowych
okreslonych na przestrzeni probabilistycznej (O,P) o rozkladach prawdopodobienstwa
takich samych jak rozkladZ. Wtedy TA jest zmienna losowa przyjmujaca wartosci w
zbiorze liczb naturalnych, okreslona nastepujaco

TA (w) = mi~{k : Zk(W) = am, Zk-1(i.I1)= am-1, ... , Zk-m+1(W)= ad.

12



Intuicyjny sens pojecia martyngalu
jest nastepujacy: wyobra:lmy
sobie hazardziste grajacego w
pewna gre i niech X" oznacza jego
laczna wygrana w chwilin. Liczbe

_1_) !X"+ldP interpretuje sieP(A

A
W rachunku prawdopodobienstwa
jako lfrednia wartolfe przyjmowana
przez Xn.+l' jelf1i wiadomo, ze zaszlo
zdarzenie A. R6wnoU w definicji
martyngalu m6wi wiec, ze niezaleznie
od przebiegu gry do chwilin lfrednia
wygrana w chwili n + l bedzie
taka sama jak lfrednia wygrana w
chwili n. Mozna wiec powiedziee, ze
martyngal to matematyczny model
"gry sprawiedliwej". Jednym z
najprosbzych przyklad6w martyngalu
jest ciag (X,,)'zdefiniowany Przez:
Xo == O, XIr.= rl + ... + rlr., gdzie (rio)"
jest ciagiem niezaleznych zmiennych
loso'wych o wspólnym rozkladzie
P(rlr. = l) = P(rk = -l) = 1/2.
Jest to model gry w "orla i reszke"
- rzucamy wielokrotnie moneta, jelfU
wypadnie orzel, to wygrywamy l, a
jelfli reszka, to przegrywamy 1.

Jak latwo sprawdzie, moment
pierwszego pojawienia sie+1 w
ciagu (rlr.) (tzn. zmienna T(w) =
= inf{n : r,,(wl = +l}) jest
momentem zatrzymania, natomiast
moment ostatniego pojawienia sie
+1 nie jest (jem np. w chwili 3
pojawilo sie +1, to obserwujac
zmienne rl, r2, rs mozemy 81twierdzic,
czy jest to pierwszy taki moment, a
do stwierdzenia, czy jest on ostatni,
p9trzebna jest znajomolfer., rs, ... ).

Na podstawie artukulu Shuo-Yen
Robert Li, A martingale approach
to the .tudy ol occurence ol .equence
pattern. in repeated experiment.,
Annais of Probability 8( 1980l,
117i-1176.

Natomiast sredni czas oczekiwania na serieA to po prostu wartosc oczekiwana
zmiennej losowejTA. Aby podac wzór na te wartosc, wprowadzimy jeszcze jedno
oznaczenie. 'Dla dwóch (byc moze róznej dlugosci) ciagówA = (al, a2, ... ,am) i
B = (bl, b2, ••• , bn) o wyrazach zW okreslamy

{l' 'l' b
di j = P(Z=aj)' Jes l aj = i,

, O, w przeciwnym przypadku,
gdzie i = 1,2, ... ,n, j = 1,2, ... ,m oraz

B* A = dl,l . d2,2· ••• · dn,n + d2,l .d3,2· ••• · dn,n-l + ... + dn-l,l . dn,2 + dn,l.
Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie

(*) ETA = A*A.

Fakt ten mozna latwo udowodnic korzystajac z teorii martyngalów.

Cóz to takiego jest martyngal? Dla naszych rozwazan wystarczy ograniczyc sie do
przypadku dyskretnych zmiennych losowych. Ciag (Xo, Xl,' .. ) takich zmiennych jest
martyngalem, jesli dla dowolnegon ~ l srednia wartosc zmiennej losowej Xn+l na
zbiorze, gdzie zmienne Xo, XI, .. '-, Xn przyjmuja ustalone wartosci, jest taka sama
jak wartosc zmiennej Xn na tym zbiorze, tzn. dla dowolnego ciagu(zo, Zl, ... ,Zn)
spelniona jest równosc

! Xn+l=! Xn=zn·P(Xo(w)=ZO,,,.,Xn(W)=Zn),
a a

gdzie C = {w: Xo(w) = Zo, ... ,Xn(W) = Zn}.

Wyilika stad w szczególnosci, ze

EXn+1 = EXn = ... = EXo.

Przez moment zatrzymania wzgledem martyngalu (Xn) bedziemy rozumiec taka
zmienna losowaT przyjmujaca wartosci w zbiorze liczb naturalnych, ze dla dowolnego
n ~ l zbiór {w : T(w) = n} nalezy do rozbicia () wyznaczonego przez zmienne
(Xo, Xl, ... ,Xn) (rozbiciem () wyznaczonym przez zmienne (Xo, Xl, ... , Xn)
nazywamy rodzine zbiorów postaci{w : XO(W) = ZO,... ,Xn(W) = Zn}, gdzie Zi
przebiega wszystkie mozliwe wartosci zmiennej losowej Xi dlai = O, l, ... ,n). Innymi
slowy moment zatrzymania to taka zmienna losowa, o której mozemy stwierdzic czy
przyjela wartosc n obserwujac zmienne losowe XO,XI, ... ,Xn.

Nastepujace twierdzenie ma podstawowe znaczenie w teorii martyngalów:

Twierdzenie (Doob). Jesli(Xn) jest martyngalem, aT takim momentem zatrzymania,
ze f IXT( ••)(w)ldP(w) <00, oraz sup inf f IXl:ldP = o, to ciag (XO,XT) jest

. n~ll:~n {••:T(••»l:}
martyngalem. W szczególnosci ~Xo= EXT•

Wrócmy do wzoru (*). Aby go udowodnic, zdefiniujmy ciag (Xn)

Xo = O, Xl:(w) = (ZI(W), ... , Zl:(w» * A-k.
Pominiemy tu sprawdzenie, ze ciag (Xn) jest martyngalem, a T,A'momentem
zatrzymania spelniajacym zalozenia twierdzenia Doqba. Zauw.azmy, ze

XTA (••) (w) = (ZI(W), .•. , ZTA(••)(w» * A - TA(W).

Ale ostatnie m wyrazów ciagu (ZI(W)"",ZTA(")(W» jest takie jak wyrazy seriiA i
TA (w) jest pierwszym takim momentem zatrzymania. W zwiazku z tym

(ZI(W), ... , ZTA (••)(w» * A = A * A.
Stosujac teraz twierdzenie Dooba otrzymujemy

0= EXo = EXTA = A*A - ETA,

co dowodzi wzoru (*).

Wrócmy wreszcie do rzutu moneta. TutajZ jest zmienna losowa przyjmujaca wartosc
O lub R, kazda z prawdopodobienstwem 1/2, Zi oznacza i-ty rzut moneta, adi,i jest
równe O badz 2. Dla dowolnej seriiA o dlugosci m pierwszy skladnik sumyA * A jest
rózny od zera i jest równy 2m. Jesli wszystkie wyrazy seriiA sa równe, to równiez
nastepne skladnikiA * A sa rózne od zera (i sa odpowiednio równe 2m-l,2m-2, ... , 2).
Sredni czas oczekiwania na taka serie jest wiec równy 2m+ 2m-1 + ... + 2 = 2m+l - 2.
Natomiast, je~li ostatni wyraz 'seriiA jest rózny od wszystkich poprzednich, to
wszystkie skladniki A * A poza pierwszym sa zerami i sredni czas oczekiwania jest
równy 2m.

Opracowal dr Pawel HITCZENK O
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