
Dowiesc, ze ilora.z

Klub 44

Termin nadsylania rozwia •.an:
30 XI 1989

Czol6wka ligi zadaniowej
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 183 (WT=3,27), 184 (WT=2,55),

185 (WT=1,79) i 186 (WT=2,65)
z numerów l i 2/1989

Ka.zhnief'Z Serbin - Sa.nok 42,72 pkt
Jerzy Ma.lopolski - Kra.k6w 4.0,86 pkt
Andrzej Krzys'Ltofowicz - Gda.nsk 39.01 pkt
Oa.riusz Ryba.cki - Kra.fnik 38,49 pkt
Andrzej Szymcza.k - Gda.J\sk 37,73 pkt
Krzysztof Za.wisla.wski - Wa.rsza.wa. 37,09 pkt
Henryk Ka.sprza.k ~ Za.ry 37,02 pkt

!=44

Liga zadaniowa Wydzialu Matemat,yki, Informatyki i Mechaniki,
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Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsyla.c rozwiazania zadan z numerun w terminie do kOlka miesiaca
n + 2. Szkice rozwiazall zalnies7.czaluy w nUluerze n + 4. Mozna nadsylac::! rozwiazania
czterech, trzech, dw6ch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kal'tce), mozna to l'obic
co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadali z niatematyki i z fizyki nalezy
przesylac w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub
Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali odO do l z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy
przez wsp6lczynnik trudnosci danego zadania:WT = 4 - 3S/N, gdzie S oznacza sume
ocen za rozwiazania tego zadania, aN -, liczbe os6b, kt6l'e nadeslaly rozwia •.a.nie chocby
jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punkt6w otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzenil,l 44 punktów, w dowolnym czasiei w kt6l'ejkolwiek z dw6ch
konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punkt6w jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana,
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 1/1989.

Zadania z matematyki ur 195, 196

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

195. Dwie identyczne talie pon' kart stasowano razem. Przyjmujemy, ze wszystkie
uklady (permuta.cje) sa jednakowo pra.wdopodobne. Odkrywamy karty po jednej az
do chwili, giiy wsród odkrytych kart znajda. sie dwie identycznej wówczas przerywamy
odkrywanie. Obliczyc wartosc oczekiwana liczby kart, które zostana. odkryte.
Uwaga. Wynik nalezy podac w mozliwi~ zwiezlej postaci (bez symboliL, "...",
procedur rekurencyjnych; dopuszczalne symbole: silnia, symbol Newtona, najprostsze
dzialania, standardowe funkcje elemen tarne).

196. Dla dowolnego punktuP leza.cego wewnatrz trójkata ostroka.tnegoABC
oznaczmy przezPl, Pz, P3 rzuty tego punktu odpowiednio na bokiAB, BC, CA.

I APrI + I BPzl + ICP31

I PPrl + IP Pzl + I P P3 r
jest wielkoscia stala (gdyP przebiega wnetrze trójkata) wtedy i tylko wtedy, gdy
trójkat ABC jest równoboczny.

Zadanie 196 zaproponowal pan Krzysztof Hryniewiecki z Bialegostoku.

Rozwiazania zadan z matem~tyki z numeru 5/1989

dla x,y > O

Przypominamy tresc zadan:
191. Wyznaczyc liczbe permutacji (Xl, ... , X30) zbioru
{l, ... ,30} spelniajacych warunki:

Xi-2 < Xi dla 3 ~ i ~30, Xi-3 < Xi dla 4 ~ i ~30.

191. Permutacje (Xl, ... , xn) zbioru {l, ... ,n} (gdzie
n. ~ 4) nazwie.my dopuszczalna., jesli' spelnIa warunki:

(1) X, -2 < Xi dla 3 ::;l ::; n, X,-3 < x. dla 4 ::;i ::;n.
(Przyjmujemy, ze dlan = 3 permutacje dopuszczalne sa
okreslone przez sam tylko pierwszy warunek, a dlan ::; 2
\yszystkie permuta.cje sa dopuszczalne.)
Wykazemy, ze jezeli(Xl"" ,Xn) jest permutacja
dopuszczalna. zbioru {l, ... ,n}, n ~ 3, to

(2) Xk < Xn dla k < n-l.

Uzasadnienie wynika z (1):
jesli n - k parzyste, toXk < Xk+Z < Xk+4 < ... < Xn ;

jesli n - k nieparzyste ~ 3, toXk < Xk+3 < Xk+5 < ... < Xn •

Wobec (2),Xk -:I n dla k < n -1, a wiecn E {Xn-l, xn}. Sa.
dwie mozliwosci:

1° n = Xn; wtedy (Xl, ... ,Xn-r) moze byc dowolna
dopuszczalna. permutacja zbioru {l, ... , n-l}.
2° n = Xn-l; wtedy, zgodnie z (2),
Xn = max{xk : k -:I n - l} = n -1, zas (Xl, ... , Xn-Z) moze

b~c dowolna dopuszczalna permutacja zbioru {l, ... ,n - 2}.
Oznaczmy przezdn liczbe dopuszczalnych permutacji
zbioru {l, .... n}. Z 1° i 2° wynika zaleznosc rekurencyjna
dn = dn-l + dn-Z. Przy tym dl = 1, dz = 2. Liczby dn '

sa wiec kolejnymi wyrazami ciagu Fibonacciego. Stosujac
otrzymana zaleznosc rekurencyjna. bez trudu znajdujemy
d30 = 1 346 269.
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192. Dowiesc, ze dlaa, b, e > O jest

a3 b3 e3 a + I) + e

, + ab + b2 + b2 + be + e2 + e2 + ea + a2 ~

192. Oznaczmy:
X3

f(x, y) =

i zauwazmy, ze

XZ _ xy + yZ

f(x,y) + f(y, x) =(x + y) XZ + xy + yZ

, (x + y)Z + 3(x _ y)Z > X + y ,
=(x + y) 3(x + y)2 + (x - y)2 - 3

podczas gdy

f(x,y)-f(y,x)=X-Y.

Rozwazana w zadaniu suma równa sie

s = j(a,b) + Jeb, c) + j(c,a).
Przyjmijmy ponadto

S' = f(b, a) + j(c, b) + f(a, c).

Z wyprowadzonych tozsamosci otrzymujemy

S s, > a + b b + c c + a 2 ( b )+ --+--+--=-a+ +c
- 3 3 3 3

oraz

S - S' = (a - b) + (b - c) + (c - a) = o.
A wobec tego

S~a+b+c



Zadania z fizyki nr 93, 94

Redaguje dr Andrzej NADOLNY

93. Trzy jednakowe cewki o indukcyjnosciL, nawiniete w te sama strone, polaczono
równolegle w taki sposób (rys. 1), ze wspólczynnik indukcji wzajemnej kazdej pary tych
cewek jest jednakowy i wynosiM. Jaka jest indukcyjnosc zastepczaLAB ukladu tych
cewek?

Rys. l

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocenrozwi<\:7,all

zadan 81(WT=1,65) i 82 (WT=2,47)
z numeru 1/1989

Pa.we. Perkowski - S'l.czecin 4',34 pkt
Roma.n Musia.l - Ka.towice ' •• 00 pkt
Wieslaw Kacprzak - Kra.k6w 43,04 pkt
Piotr Koczyti.ski· - Wa.rsza.wa 38.29 pkt
Dzieriysla.w Lipnia.cki - Luhlill 37,4.9 pkt
Aleksa.nder Sunna. -Myszk6w 35.73 pkt
Jerzy Lip~ows1ri - Elbla.g 34.,95 pkt
Tomasz Wietecha. - Ta.rn6w 32.37 pkt
Ma.du5Z B~ga.cz - Pincz6w 27,66 pkt
Wojciech Peigert - Wrocla.w 25,56 pkt

Panowie Perkowski i Musial staja. sie
c7.lonkaTui Klubu z ntuneranli 13 i 14.

94. Rakieta III stopnia o masie wlasnejM = 4 Mg i poczatkowej masie paliwa
m = 7 Mg rozpoczyna na wysokosciH = 100 km nad powierzchnia Ziemi samodzielny
lot z predkoscia poczatkowaVo = l km/s w kierunku pionowym ku górze. Przyjmujac,
ze przez caly okresT = 90 s pracy silnika jego sila ciaguF = 100 kN jest stala .
i skierowana pionowo w góre, wyznaczyc zaleznosc predkosciv rakiety oraz jej
wysokosci h od czasu i przedstawic ja w postaci wykresów. Obliczyc maksymalna
wysokosc, na jaka wzniesie sie rakieta. Podac przyjete zalozenia.
Zadanie daje sie rozwiazac analitycznie, ale zachecamy do uzycia metod numerycznych
z wykorzystaniem kalkulatora lub komputera.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 5/1989
Przypominamy tresc zadan:
&9. P 'ostopa,jln~ki('nna 87.aJkt: ( \'\ YSljkf.;s( i li == o Ó lU i ~J~"H.,ko~ri d == 0.4 In Wi(>f:/.iHUY

na. dw6,_h st.alowyrh h'1.k;)(·h lzno Uc:;a<.l~,:,o;ly('hW POZi01Uy('h (Jfwoi.'ach w h('tonow('j sciaui<'
I,a pOU10CaULC'KPÓW Z8.ul()c(\wanydl w jt>j g6rny('h IlH.LOl.a.dl. Dla lldtal"!l1ia. pllukt6w styku
lIPlcrów" st.afkl ?J~ scia.n~" stosujeulY cien.kle poukhulki o WSpólcl.ynnikn ta.rcia. (o Hdaul.;).f l
O ~ fi :<:: 0.75. Jak", w,,,·toC/,fl llald,y d"brac i w któ:Y1ll lL.iejscu Pl'l;ytwi<>rdzic po ..Ikladkl -,hy
Z1rl1ni111a.1iz.ov/at nj('bel.pi.nc7.t'Jist.wo wycja~niGda. h;\.ków'1,P ~d;)..HY prl-e? -"?il.fk~? rn~yjl\lujC"JllY

7.(~srodek ciei.kos{"i szafki pokrywa ~i~ z jej SLldki ••.·Dt ge0Tu('tryrznym. a wspólcz.ynu.k tarci: .•.
~t.ali o betol.l wY1Jo.o;i J"3 =- 0,5. (;7,Y z.astosf)\\'anit' (h),l,d~k(,wy('h hak6w poupi(,l'a.j.\,·ych <lolu'\..
P"1.yscknr, \ kraw.;di ",afki mo/\,I(,by poprawic ,ytuvje?
90~ Czy Ul0Zl'.a ta.k dobrac wilgotn')sc oh czenia(~()WiCt1'1,3.), i §rl'llni<-~ kl'op('l wody, ahy krople
h~ ca.lkowicie zanli('nialy ;-,:~ w PtUG ui<"pohif'l"aj.v .. ci<"p-la z cto<':t.cnia? Na.pi<,;de powjel·;~chlll()WP.

wody wynCtsi (J .:. 7,2 "-10 2 Tiu) 2. cieplo parow:-1.nia \',--)(ly r =.:.. 2.3· lrG .r/kg.

Rysunek 3 przedstawia sily dzialajace na hak. Przy
zalozeniu, ze hak jest dlugi, mamy w przyblizeniuR = -F
(zaniedbujemy tu sily dzialajace na drugi koniec haka,
w rzeczywistosci sily te utrudniaja jego wyciagniecie). Na
to, zeby hak nie wysunal sie z otworu, musi byc spelniony
zwiazek tgo:= TR/NR ~ h. Kat o: powinien wiec byc jak

89. Na rysunku 2 przedstawiono sily dzialajace na
szafke w przypadku, gdy podkladka umieszczona jest
przy dolnej krawedzi szafki.P oznacza sile ciezkosci,
Fi = Ni + T - sile, jaka dziala na szafke ze strony
podkladki (Ni - sila nacisku, T - sila tarcia), F? - sile,
która na szafke dziala hak. W stanie równowagi
wypadkowa sila musi byc równa zeru, z czego wynika

. Q + T = P, Ni = N2 = N. Z warunku znikania momentu
sily dzialajacego na szafke wynikit pona.dtoNh = Qd/2.
Sila tarcia T spelnia nierównoscT ~ hN. Na podstawie
powyzszych zaleznosci znajdujemy warunek na kat0::

(*) tgo: = N/Q = k/(1- kT/N) ~ k/(1 - kld,

gdzie k = d/(2h).

najmniejszy: Z zaleznosci(*) wynika zatem, ze wartosc sily
tarcia T powinna równiez byc jak najmniejsza. Nalezy wiec
dobrac podkladke o minimalnym wspólczynniku tarcia/t.
Dla f l = O mamy tg o: ~k = 0,4, czyli zachodzi nierównosc
tg o:< h i hak utrzyma sie w scianie. Natomiast dla
/t = 0,75 bedzie tg o: ~0,51 i moze nastapic wyciagniecie
haka. Latwo mozna wykazac, ze umieszczenie podkladki
w innym polozeniu pogorszy sytuacje. Podparcie dolnej
krawedzi szafki, dzieki czemu mogloby nastapic znikniecie

sily Q, byloby~bardzo niekorzystne.

90. Pozytywna odpowiedz na postawione pytanie ma
miejsce wtedy, gdy energia wymagana dla odparowania
pewnej ilosci wody z kropli bedzie mniejsza lub r-ówna
zmianie energii napiecia powierzchniowego zwiazanej
ze zmniejszeniem sie jej srednicy. Energia napiecia
powierzchniowego kulistej kropli o prómieniu Rwynosi
41f'R2(J. Zmniejszenie promienia kropli oD.R «R

powoduje zmiane powierzchni oD.S = 81f'RD.R, co pociaga
za soba zmniejszenie energii napiecia powierzchniowego
o D.En = 87r(JRD.R. Z drugiej strony odpowiednia zmiana
objetosci kropli wynosiD.V = 47rR2D.R, co odpowiada
odparowaniu masyD.m = 47rpR2 D.R i wymaga energii
D.Ep = 47rrpR2 D.R. Warunek D.Ep ~ D.En zachodzi dla
R:S: Ro = 2CT/(rp) = 6.10-11 m. Otrzymana wartosc
Ro jest porównywalna z rozmiarami czasteczek wody,
z czego wynika negatywna odpowiedz na postawione
w zadaniu pytanie. Parowanie wody moze jeszcze odbywac
sie kosztem energii wewnetrznej wody zawartej w kropli,
czyli obnizania sie jej temperatury. Energia ta jest jednak
niewystarczajaca dla odparowania calej wody, a ponadto
obnizenie sie temperatury wody wobec otoczenia musialoby
prowadzic d~ wymiany ciepla z otoczeniem. Wilgotnosc
powietrza ma o tyle' znaczenie, ze przy wilgotnosci
wzglednej 100% efektywnie parowanie wody w ogóle nie
zachodzi.

Rys. 3
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