
Na przelaj przez matematyke, czyli o blonie mydlanej

Po splaszczeniu "garbka" zmniejszylo
sie pole powierzchni.

Dr Krzysztof S. Ksztalt powierzchni utworzonej przez blone mydlana. rozpieta na drucianym
" konturze jest wyznaczany przez napiecie powierzchniowe minimalizujace pole

NO WINSKI tej powierzchni. U podstaw zapoczatkowanej w latach 70. zeszlego wieku przez
J.A.F. Plateau teorii blony mydlanej lezy mozliw0.4clatwego, pogladowego
niemal, lokalnego opisu takiej powierzchni minimalnej.

Zauwazmy mianowicie, ze dowolny fragmentA powierzchni minimalnej X
ograniczony konturemKA równiez ma najmniejsze mozliwe pole - gdyby tak nie
bylo, moglibysmy zmniejszyc pole ograniczone przezKA nie zmieniajac nic na
zewnatrz tego konturu i w ten sposób zmniejszyc pole calego X wbrew zalozeniu
o jego minimalnosci. Wynika stad latwo, ze powierzchnia X nie moze zawierac
punktów eliptycznych, czyli takich, w których otoczeniu X nie przecina
plaszczyzny stycznej - taki "dolek" czy "górke" mozna splaszczyc zmniejszajac
pole.

Problem powierzchni minimalnych kryje w sobie
nie trywialne pytania topologiczne. Okazuje sie na
przyklad, ze deformujac w sposób ciagly pewien
kontur tak, ze po zakonczeniu deformacji wróci on do
postaci pierwotnej, mozemy otrzymac "nieodwracalna."
deformacje blony mydlanej, a pewne ksztalty
konturu daja wysoce nietrywialne formy powierzchni
minimalnych. Podobne rozwazania w przypadku
wielowymiarowym prowadza. do·nie rozwiazanych
problemów z naj trudniejszych dzialów topologii,
analizy globalnej i kombinatoryki.
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W stosownie wybranym ukladzie wspólrzednych (osiamix, y uczynimy
kierunki gl6wne, a osiaz kierunek prostopadly do powierzchni) mozemy
X aproksymowac wykresem funkcjiz = I(x, y) = ax2 - by2.Liczby ~ i
- ~ nazywamy krzywiznami glównymi w punkcie p, a ich !,ume ~ - ~
....;krzywizna srednia. Okazuje sie, ze warunek lokalnej minimalnosci pola
powierzchni pociaga za soba znikanie krzywiz'ny sredniej, czylia = b.

Zauwazmy teraz, ze siodlo o równych krzywiznach glównych ma pewna ciekawa
wlasnosc: dla dowolnej liczbye zbiór punktów oddalonych od "srodka"
siodla oe tworzy krzywa, której srodkiem ciezkosci jest wlasnie srodek
siodla. Wyraznie widac, ze tak nie jest, gdyp jest punktem eliptycznym, a
nieco bardziej precyzyjna analiza wykazuje, ze równosc krzywizn glównych
(z przeciwnymi znakami), a wiec symetria siodla jest konieczna dla spelnienia
wyzej sformulowanego warunku.

Wlasnosc "lokalnego usredniania" pojawia sie w wielu zagadnieniach matematyki
czystej i stosowanej prowadzac do tzw. eliptycznych równan rózniczkowych typu

B+ ff = O. Pojawiaja. sie one zarówno w rozwazaniach natury teoretycznej
- w teorn funkcji zespolonych, jak i w problemach praktycznych. Wyobrazmy
sobie np. bryle metalu grzana z jednej strony, a chlodzona z drugiej. Po
pewnym czasie ustabilizuje sie pewien rozklad temperatur opisany wlasnie
warunkiem lokalnego usrednienia, a wiec i równaniem eliptycznym. Równiez
opis dochodzenia do tego stanu stabilnego, dajacy w wyniku pewien algorytm
numerycznego rozwiazywania równan eliptycznych, ma swa analogie w opisie
dochodzenia blony mydlanej do stanu równowagi, tzn. stanu minimalizacji pola
powierzchni.

Pozostaja wiec tylko punkty, w otoczeniu których powierzchnia nasza
przypomina mniej lub bardziej rozplaszczone siodlo. W punkcie takim mozna
wyróznic dwa prostopadle kierunki glówne. Gdy pójdziemy w jednym z tych
kierunków nie opuszczajac powierzchniX, droga nasza zacznie zakrzywia~
sie "w góre", gdy pójdziemy w kierunku prostopadlym - zaczniemy schodzic
"w dól".
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Gdy np. a > b, to pole powierzchni
siodla przedstawionego na rysunkul)
mozemy zmniejszyc deformujac je
?,F:n<lni<, ,/,ryslIIlkictn 2).
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