
Homeomorfiam (a trr.):
homeo - Jednakowy, podobny;
morphe - kaatah.
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Charaktery. tyke Eulera moina r6wniez
definiowoc dla figur anacznie bardaieJ
.komplikowanych nii wielo'ciany
topologiczne. Definicja talta wymaga
jednak uiycia .komplikowanych metod
topologicznych i traci geometryczny
charakter.

Chara~terystykaEulera
jest niezmiennikiem topologicznym

mgr Danuta CIESIELSKA i mgr Slawomir CYNK

Wiek8zo~c Czytelnik6w 8potkala sie jui zapewne z nastepujll,C~ definicj~:

Figury geometryczneA i B nazywamy homeomorficzn~mi, jezeli istnieje odwzorowanie
I:A-+B, takie, ze \ -
(i) I jest ci~le,
(li) f jest wzajemnie jednoznaczne, .
(iii) odwzorowanie odwrotne doI jest ci~le.

Odwzorowanie I majll,Cewlasno~ci (i) - (Hi) nazywamyhomeomor~em.

Najprostaze przyklady figur homeomorficznych to takie figury geometryczne, z kt6rych
jedna. mozna przek8ztalcic na dl'\lga. za pomo,ca. wyginania i rozci~ia, ale bez
rozrywania i 8klejania. Na lXsunku 1 przedstawiamy trzy przyklady tego rodzaju:
brzeg kwadratu i ok~, kwadrat i kolo oraz pobocznice 'walca i powierzchnie boczn~
szekianu.

W podo.my spos6b mozna wykazac!, ze powierzchnia szescianu jest homeomorficzna
ze afell\; wystarczy w tym celu wykonac! 8ze'cian z elastycznego materialu, a nastepnie
napompowac! (podobnie jak pilke).

Nie' wszystkie przyklady 8a jednak tak proste. Mozna. udowodnic, ze o~ jest
homeomorficzny z wezlem zwanym koniczynka (rys. 2). Tymczasem aby przeksztalcic
wezel na okrag (czyli rozwiazac wezel), nalezy najpierw go rozciac, nastepnie rozplatac
i na koncu 8kleic z powrotem~ . '-

Oczywi'cie, aby wykazac!, ze dwie figury sa homeomorficzne, wystarczy w8kazal
przyklad homeomorfizmu miedzynimi.(tak jak to przed chwila robifu(my): Znacznie
trudniej jest dowi~c, ze dwie figurY homeomorficznymi nie 8a. Jednym ze sP980b6w
postepowania w tej 8ytuacji jest znalezienie jakiejl cechy, kt6ra jest jednakowa dla
dowolnych dwóch figur homeomorficznych, ale rózna dla figur przez nas badanych.
Wlasno'c jednakowa dla dowolnych dwóch figur homeomorficz:nych nazywamy
niezmie~nikiemtopologicznJlm •.

Pne'ledzmy.opisany wyzej 8posób postepowania na.-kilku przykladach; poznamy przy
okazji kilka prostych niezmiennik6w topologicznych.

Punkt i pro,ta •. Poniewai, kazdy homeomorfizm je8t bijekcja, wiec dowolne dwie figury
homeomorficzne maja tyle samo element6w (liczba elementów figury geometrycznej
jest niezmiennikiem topologicznym). Ale zbiór zlozony z jednego punktu ma jeden
element, a prosta ma 'ich nieskonczenie wiele - figury te nie sa wiec homeomorficzne.

Pro,ta i.dwie pro8fe równolegle. Prosta jest figura geometryczna zlozona. z jednego
"kawalka-, natomiast dwie proste równolegle to figura zlozona z dwóch "kawalk6w·.
"Kawalki-, z.kt6rych zbudowana jest figura geometryczna, nosza. nazwe skladowych
sp6jnych; figury: majll,Cetylko jedna. skladowa sp6jna. (skladajace sie z jednego
"kawalka-) - nazwe figur.sp6jnych. Mozna wykazal, ze homeomorfizm przeksztalca
8kladowe spójne na skladowe sp6jne, a zatem figury homeomorficzne maja. tyle samo
8kladowych sp6jnych (liczba skladowych spójnych jest niezmiennikiem topologicznym).
Ale, jak zauwazy~my przed chwila, prosta jest figura. sp6jna., a druga badana figura
ma dwie skladowe. Oznacza ta, ze figury te nie 8a homeomorficzne.

Obydwa poznane do tej pory niezmienniki sa. wprawdzie bardzo proste, ale ich
skutecznosc jest niewielka; zade~ z nich nie pomoze nam np. w wykazaniu, ze
odcinek nie jest homeomorficzny z br.zegiem kwadratu. Aby wiec wykazac!, ze te
dwie figury rzeczywi'cie nie sa homeomorficzne, musimy uzyc nowego niezmiennika
topologicznego. Okazuje sie, ze doskonale do tego celu nadaje sie charaktery8tyka
Eulera. Charakterystyke Eulera definiujemy dla dowolnej figury geometrycznej bedll,Cej
suma. mnogosciowa skonczonej liczby punkt6w, odCinków oraz wielokatów wypuklych
(figury, majll,Ceopisana. wlasnosc, bedziemy nazywac! wieloscianami). Charakterystyka.
Eulera wieloscianuP nazywamy liczbe calkowita X(P) = W - K + S, gdzie W oznacza

. liczbe wierzcholk6w, K - krawedzi, aS scian wieloscianuP.
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TwIerdzeniel. Jezeli wielo~cianyP i Q sa"homeomorficzne, toX(P) = X(Q).

Korsystaja"c z tego twierdzenia mozemy latwo dowiest, ze odcinek nie jest
homeomorficzny z brzegiem kwadratu. Wystarczy w tym celu przypomniet 'sobie,
ie charakterystyka Eulera odcinka jest równa l, a brzegu kwadratu - O (rys. 3) ..
W podobny spos6b mozemy wjrkazat, ze kwadrat nie jest homeomorficzny z brzegiem
sze~cianu.

Korzystajac z tego twierdzenia i wczesniejszych obliczen mozemy stwierdzi~, ie okrag
nie jest homeomorficzny z odcinkiem oraz ze sfera nie jest homeomorficzna z kolem.

Dla lepszej ilustracji obliczmy charakterystyke Eulera kilku wielotfcian6w (rys. 3).

Dla nas najwazniejsze jest to, ze charakterystyka Eulera jest niezmiennikiem-
topologicznym, czyli ze zachodzi twierdzenie:

Co prawda, charakterystyke Eulera zdefiniowal~my jedynie dla "wielotfcian6w", czyli
dla bardzo waskiej klasy figur geometrycznych, jednak dzieki twierdzeniu l mozna
jej uiywat przy badaniu znacznie bardziej skomplikowanych figur. Bedziemy przy
tym wykorzystywac nastepujaca, wlasnost relacji "bycia figurami homeomorficznymi"
(zwana" przechodnio~cia,,):
Jezeli figura A jest homeomorficzn;l. z figura"B, a B jest homeomorficzna z figuraC,
to ~wniez A jest homeomorficzna ze.

Niech teraz W bedzie dowolna figura homeomorficzna" z pewnym wielotfcianem
(figury o tej wlasnosci nazywat bedziemywielolcianami topologicmrrru). Dowolne
dwa wielo~cianyPl i 'P~ homeomorficzne zW sa (na mocy wlasnosci przechodniosci)
homeomorficzne miedzy soba" a zatem maja równe charakterystyki Eulera
(twierdzenie 1J. Mozemy wiec przyja,t nastepujaca definicje:

Charakterllatllkq Eulera wielolcianutopologicmegonazywamy charakterYstyke Eulera
dowolnego wielo~cianu z nim homeomorficznego.

Dla lepszej ilustracji obliczmy charakterystyke Eulera kilku prostych wielotfcian6w
topologicznych:
Okrag. Jak juz zauwazyli~my, okra,g jest homeomorficzny z brzegiem kwadratu, wiec
jego charakterystyka Eulera jest r6wna O.
Kolo. Jest homeomorficzne z kwadratem, zatem jego charakterystyka Eulera jest
r6wna 1.
Sfera. Jest homeomorficzna z brzegiem sze~cianu, zatemX = 2.
Pobocmica walca.Podobnie jak dla powierzchni bocznej 'szescianu: X= O.
W,tega Móbiwa. Z rysunku 4 wynika, ze X= O.

W podobny spos6b mozna obliczat charakterystyke Eulera coraz bardziej
skomplikowanych wieloscian6w topologicznych. Dla nas najwazniejsze jest to,
ie z wlasnosci przechodniosci relacji "bycia figurami homeomorficznymi" oraz
z twierdzenia 1 wynika, ze r6wniez taka "uog6lniona" charakterystyka Eulera jest
niezmiennikiem topologicznym, czyli ze zachodzi nastepujace twierdzenie:

Twlerdsenle2. Jezeli wielosciany topologiczneP i Q sa homeomorficzne,
to X(P) = X(Q).
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o innych niezaliennikach mozna
przeczyta.! w artykule K. Cieslelskielro
I Z. POlrody "Topololria allrebraiczna
- niezwykle pollloczenie dziedzin"
(Problem.12/1Q88).

Warto jednak w tym miejscu zwr6ci~ uwage na to, ze dwie figury geometryczne
mogaJIliet równe charakterystyki Eulera, a mimo to nie by~ homeomorficzne. Na
przyklad zar6wno wstega Mobiusa, jak i pobocznica walca maja charakterystyke
Eulera r6wna, 0, a mimo to nie sa homeomorficzne. Dow6d tego faktu nie jest proaty
i wymaga uzycia kolejnego niezmiennika topologicznego, zwanego jednostronnoscia
powierzchni. Pobocznica walca ma dwie strony, gdyz mozna ja pomalowat dwoma-
r6znymi kolorami, jak na rysunku 5, a wstega Mobiusa tej wlasnosci nie ma (jest
powierschnia jednostronna,).

Niestety, czesto sie zdarza, ze badaja,c coraz bardziej skomplikowane figury musimy
uiywac coraz subtelniejszych niezmiennik6w. Ciekawych niezmiennik6w topologicznych
dostarcza jeden z dzialów matematyki - topologia algebraiczna.

Dlaczego wiec zajmujemy sie charakterystyka Eulera, zamiast poszukat jakiegos
lepszego niezmiennika topologicznego? Powody sa, dwa. Po pierwsze - jest ona
wyjatkowo prostym' niezmiennikiem topologicznym. A po drugie - mimo ujawnionej
wady jest stosunkowo skuteczna,- w szczeg6lnosci umozliwia pelna klasyfikacje
dwustronnych 'powierzchni bez brzegu.
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