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Rozwiazanie. Niech AB'
bedzie srednica okregu o.
Prosta B' C przecina
styczna k w punkcie D.
Trójkaty ADC i B' D A sa
podobne (LADC = LADB',
LB' AD = LACD), wiec
LCAD = LAB'C = LABC.

Na 32 Miedzynarodowej Olimpiadzie Matematycznej pojawilo sie
nastepujace
ZADANIE. Niech P bedzie dowolnym punktem wewnatrz
trójkata ABC. Wykazac, ze co najmniej jeden z katówP AB, P BC,
PC A jest mniejszy lub równy 30° .

Zanim udowodnimy to twierdzenie, rozwiazmy kilka zadan.

Zadanie 1. Punkt B jest srodkiem odcinka AC, punkt C jest
srodkiem okregu o promieniu BC. Prosta k przechodzi przez
punkt A i jest styczna do tego okregu w punkcieD. Znalezc
rozwartosc kata DAC.
(Zadanie to pochodzi z egzaminu wstepnego do klasy matematycznej
IX LO im. K. Hoffmanowej w Warszawie z 1989 r.)

Rozwiazanie. Narysujmy
okrag o o srodku w punkcieB
i promieniu BC. Poniewaz
trójkat ADC jest prostokatny,
a AB = BC, wiec okrag o
przechodzi przez punkty A, C, A

D. A zatem BD = BC = CD,
skad wynika, ze trójkat BC D
jest równoboczny. A wiec
LDAC = 90° - LBCD = 90° - 60° = 30°.

Zadanie 2.Dany jest taki trójkat ACD, ze AC = 2CD. Wykazac,
ze LCAD ::; 30°.

Rozwiazanie. Oznaczmy
przez a kat DAC. Narysujmy
okrag o o srodku w punkcieC
i promieniu C D. Niech B k

bedzie punktem przeciecia
odcinka AC z okregiem o.
Poniewaz AC = 2CD, wiec
AB = BC. Niech AD' bedzie
styczna do okregu o, gdzieD' A

jest takim punktem okregu o,
ze pólproste AD' i AD leza po
tej samej stronie prostejAC.
Wówczas na mocy zadania1mamy a = LCAD::; LCAD' = 30°.

Zadanie 3. Niech k bedzie styczna do okregu o w punkcieA,
AC zas dowolna cieciwa tego okregu. Dowiesc, ze kat ostry miedzy
styczna k a cieciwa AC jest równy katowi ABC, gdzie B jest
dowolnym punktem wiekszego z lukówAC okregu o. (W przypadku,
gdy AC jest srednica okregu o, nie ma czego dowodzic.)

Ru.ch cieczy lepkiej opisywany jest
równaniami Naviera-Stokesa, których
w ogólnym przypadku nie potrafimy
rozwiazac. Zastosujmy wiec analize
wymiarowa. Mamy do dyspozycji szesc
wielkosci: F, l, p, Jl, g i v. Moze warto
wytlumaczyc, dlaczego nie rozpatrujemy
masy statku jako niezaleznej wielkosci
fizycznej. Otóz, zgodnie z prawem
Archimedesa masa statku jest równa masie
wypartej cieczy, a to z kolei jest rzedupl3.

Drugi przyklad, który rozpatrzymy. jest
bardziej skomplikowany. Rozwazmy
problem oporu cieczy lepkiej dzialajacej
na plynacy statek. Jakie wielkosci
fizyczne moga miec wplyw na sile oporu?
Intuicja (doswiadczenie) podpowiada
nam, ze sila'oporu moze zalezec od wielu
czynników. Spróbujmy ograniczyc sie do
najwazniejszych (budujemy wiec model
matematyczny): sila oporuF (kg'm/s2),
predkosc statkuv (m/s), rozmiary
statku l (m), wspólczynnik lepkosci cieczy
Jl (kg/(m's)), gestosc cieczyp (kg/m3),

przyspieszenie ziemskie g (m/s2).
W nawiasach podalismy wymiary
(jednostki). W naszych rozwazaniach
pominiemy napiecie powierzchniowe
cieczy, predkosc wiatru, wielkosc fal
na powierzchni cieczy itp. Oznacza to,
ze otrzymane wyniki nie beda stosowac
sie do ruchu owadów slizgajacych sie
po powierzchni cieczy, zaglówek, ruchu
statków w czasie silnych sztormów itp.
Pomijamy tez detale budowy statku
wprowadzajac tylko jeden parametr
charakteryzujacy jego rozmiary,
to znaczy naszym statkiem bedzie kula
o promieniu l.

T"'{{,V g -
a wiec okres nie moze zalezec od masy
wahadla, gdyz nie ma jak pozbyc
sie kilogramów! Oczywiscie, analiza
wymiarowa nie pozwala na znalezienie
bezwymiarowego wspólczynnika
proporcjonalnosci w powyzszym wzorze.
Mozna go znalezc wykonujac, na przyklad,
pomiar okresu wahan dla wahadla
o zadanej dlugosci w miejscu o znanej
wartosci g. W ogólnosci zalezy on od
poczatkowego kata odchylenia wahadla
(tez wielkosc bezwymiarowa, a wiec nie
poddajaca sie analizie wymiarowej).
Dla malych wahan wahadla wspólczynnik
ten wynosi 211".

i przyspieszenia ziemskiego g. Zapytajmy
sie o okres wahan wahadla. Wielkosc
o wymiarze czasu mozna dostac tylko na
jeden sposób
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Zadanie 4.Dowiesc, ze wewnatrz dowolnego trójkataABC istnieje
taki punkt P, ze LPAB = LPBC = LPCA.

Analiza wymiarowa mówi nam,
ze bezwymiarowy wspólczynnik oporu
czolowegoCD musi byc pewna funkcja
dwóch pozostalych bezwymiarowych
wielkosci, to znaczy

F

CD = ~12'pv

R = vIp,
p.

v2NF=-.
19

Oczywiscie, dowolna ich kombinacja
tez jest bezwymiarowa, ale wybralismy
je tak, gdyz kazda z nich wiaze sie
z inna cecha badanego problemu. Stala.
Reynoldsa R zwiazana jest z lepkoscia
cieczy p., stala Froude'aNF wiaze
sily bezwladnosci (rv mv2 / l) z silami
ciezkosci (rv mg) w przeplywie cieczy.
Charakteryzuje, na przyklad, fale
i zawirowania na powierzchni cieczy
spowodowane ruchem statku. W koncu
wspólczynnik oporu czolowegoCD nie
zalezy ani odp., ani od g.

Zauwazmy, ze mamy jedynie trzy
pqdstawowe jednostki: kilogram,
metr i sekunde, w których mierzy sie
szesc wielkosci. A wiec jedynie trzy
bezwymiarowe ich kombinacje moga byc
niezalezne. Wybierzmy je w nastepujacy
sposób:

CD = J(R,NF).

Zalózmy w koncu, ze efekt fal tworzonych
na powierzchni cieczy przez plynacy
statek jest zaniedbywalny (krancowym
pn1ykladem bedzie okret podwodny).
Wówczas stala g, odpowiedzialna za fale na
wodzie, nie powinna wejsc do rozwiazania,
a wiec stala Froude'a w powyzszym
wzorze moze byc pominieta. W jezyku
wyjsciowych wielkosci wymiarowych
dostajemy wiec ostateczny wzór na sile
oporu

(*) F=pv2z2J(vlp/p.).

W tym momencie mozna powiedziec:
no dobrze, ale przeciez nie znamy
funkcji J, wiec jaki jest pozytek
z otrzymanego wyniku? Zeby zrozumiec
korzysc z naszych rozwazan, zauwazmy,
ze jeJli odlozyc na wykresie wartosc silyF
w zaleznosci od dlugoscil, to otrzymamy
wiele róznych krzywych dla róznych
ciepzy, z których nic ciekawego nie da sie
odczytac. Jesli natomiast odlozycCD

w zaleznosci odR, to wszystkie punkty
powinny ulozyc sie na jednej krzywej
dla róznych cieczy i róznych rozmiarów
statków!

Rozwiazanie. Opiszmy
okrag ° na trójkacie ABP.
PoniewaZ trójkat ABC
jest równoramienny oraz
LPAB = LPBC, wiec
LP AC = LP BA. A zatem
okrag ° jest styczny
do prostych AC i BC
odpowiednio w punktachA
i B (zadanie 3). NiechD
bedzie punktem przeciecia
prostej C P z okregiem 0,
przy czym D =1= P. Wówczas
LACP == LPAB = LPDB. Tak
wiec prosta AC jest równolegla
do prostej BD. Niech C' bedzie
takim punktem prostejAC,
ze AC = AC' i C =1= C'. D

Symetralna odcinkaCC' przechodzi przez punktA, jest
srednica okregu° oraz symetralna odcinkaBD, z czego
wynika, zeAC' = C' D. A zatem trójkat CDC' jest takim
trójkatem, w którym 2C' D = CC', skad na mocy zadania 2
a = LPCA = LC'CD $ 300•

Rozwiazanie. Narysujmy
okrag 01, który przechodzi
przez punkt A i jest styczny
do prostej Be w punkcie B
oraz okrag02 przechodzacy
przez punkt B i styczny do
prostej AC w punkcie C.
Okrag 02 przechodzi przez
dwa rózne punkty prostejBC,
wiec nie moze byc do niej
styczny, a zatem nie moze
tez byc styczny do okregu01.
Tak wiec 01 i 02 oprócz
wspólnego punktuB maja
jeszcze jeden wspólny punkt.
Nazwijmy go P. Korzystajac
z zadania 3 wnosimy,
ze LPAB = LPBC = LPCA.

Nalezy jeszcze udowodnic, zeP
lezy wewnatrz trójkata ABC.

W tym celu narysujmy jeszcze okrag03 styczny do prostejAB
w punkcie A i przechodzacy przez punktC. Okrag 03 przechodzi
równiez przez punktP (zad_anie 3). ZatemP jest punktem
wspólnym trzech okregów01, 02, 03. Okrag 01 lezy w calosci po tej
samej stronie prostejBC co punkt A, 02 lezy w calosci po tej samej
stronie prostejAC co punkt B, 03 zas lezy w calosci po tej samej
stronie prostejAB co punkt C. Tak wiec punkt wspólny okregów
01, 02, 03musi nalezec do czesci wspólnej tych trzech pólplaszczyzn,
czyli do wnetrza trójkata ABC.

Zadanie 5.

Niech P bedzie takim punktem wewnatrz trójkata równoramiennego
ABC (AC = BC), ze LPAB = LPBC = LPCA = a. Wykazac,
ze a $ 300•
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Udowodnic, zef3= LPCA < 30°.

Rozwiazanie. Zadanie to jest
natychmiastowym wnioskiem
z zadania 5. A mianowicie:
niech P' bedzie takim punktem
wewnatrz trójkata ABC,
ze LP'AB = LP'BC = LP'CA
(zadanie 4). Wówczas aby
a > 30°, punkt P musi lezec na
krótszym z lukówAP' danego
okregu (zadanie 5). A zatem
f3= LPCA < LP'CA::; 30°.

Zadanie '1.Niech P bedzie takim punktem wewnatrz dowolnego
trójkata ABC, ze LPAB = LPBC = LPCA = a. Dowiesc,
ze a ::;30°. C

..

Rozwiazanie. Opiszmy
okrag na trójkacieABP. Jest
on styczny do prostejBC
w punkcie B (zadanie 3).
Przez punkt C poprowadzmy
styczna C D w punkcie D
róznym odB. Zalózmy,
ze a > 30°. Trójkat DBC
jest równoramienny
(DC = BC), ponadto
a = LPBC = LPAB = LPDB.
A zatem f3= LDCP < 30°
(zadanie 6). Z drugiej
zas strony f3 ~ a > 30°.
Uzyskana sprzecznosc dowodzi,
ze a ::;30°.

Zadanie 6.Niech P 'bedzie takim punktem wewnatrz trójkata
równoramiennegoABC (AC = BC), ze LP AB = LP Be = a > 30°.

W tym momencie zaproponowane na poczatkuZADANIE
rozwiazuje sie nieomal samo. A mianowicie:

Przez P' oznaczmy taki
punkt wewnatrz dowolnego
trójkata ABC, ze LP' AB =
= LP'BC = LP'CA = a::; 30°.
A zatem jesli punkt P lezy
wewnatrz (lub na obwodzie)
któregos z trójkatówABP',
BC P', CAP', to odpowiednio
którys z katów PAB, P BC,
PC A jest mniejszy lub równy
a, czyli tym samym mniejszy
lub równy 30°.
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Na rysunku przedstawione sa wyniki
pomiarów dla kulo róznych srednicach
poruszajacych sie w róznych cieczach.

wspólczynnik oporu czolowego CD

Wspólczynnik oporu czolowego dla ruchu
kulki w zaletnolfci od liczby Reynoldsa. Dane
ukladaj~ sie na jednej krzywej.

1cf

Dane rzeczywiscie ukladaja sie na jednej
krzywej dla R zmieniajacego sie o 7
rzedów wielkosci. Tego typu krzywa
nosi nazwe krzywej skalowania. Znamy
ja z wyników pomiarów. Zauwazmy,
ze znalezione prawo skalowania (*)
pozwala wyciagnac wnioski o ruchu
wielkich statków (l -+ 00) z zachowania
sie malych statków poruszajacych sie
z duzymi predkosciami (II -+ 00), gdyz
oba graniczne przypadki opisane sa ta
sama funkcja f(R). Scisle mówiac, nie
jest to prawda, gdyz dla bardzo duzych
predkosci statków nalezy uwzglednic nowe
parametry, na przyklad predkosc d~wieku
w cieczy, zjawiska termiczne spowodowane
tarciem itp. Powyzsza obserwacja jest
podstawa teorii modelowania, tak waznej
przy projektowaniu statków, samolotów,
duzych budowli itp. z uzyciem tuneli
aerodynamicznych. Zauwazmy tez,
ze z przedstawionego przez nas prawa
skalowania wynika, ze stosunek sily oporu
do masy statku maleje ze wzrostem jego
rozmiarów liniowych, gdyz
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