
Paradoksy w rachunku prawdopodobienstwa
__ Jacek JAKUBOWSKI
Ro.wi".anie .adania F 881.
Niech R oznacza promien Ziemi,
S = 471"R' jej powierzchnie. Natezenie
pola elektrycznego przy powierzchni

Ziemi wynosi E= _1_!l...
471"lfo R'

W kierunku Ziemi plynie prad
I = !E. . S = ~. Rozladowaniu Ziemi

p ·op
zapobiegaja burze, kt6re dostarczaja na
jej powierzchnie ladunek ujemny. Prad
piorun6w musi sie r6wnac pradowi

ladunk6w dodatnich: q t:. N = I, gdzie
t:. t

N oznacza liczbe piorun6w. Stad

t:.N Q O' 6 /-- = -- = 11 p.orun w s.
t:.t .opq

Ro.wl".anle .adania F 882.
Momenty magnetyczne
ferromagnetyk6w zwiazane sa
z wlasnymi momentami magnetycznymi
elektron6w, kt6re ustawione sa
w preferowanym kierunku, tj. do g6ry.
Wlasne momenty pedu elektron6w
(spiny) ustawione saw przeciwnym
kierunku, tj. w d6l. Po przekroczeniu
temperatury Curie zanika stan
ferromagnetyzmu i ustawienie
moment6w, a zatem i spin6w, bedzie
chaotyczne. Wypadkowy moment pedu
musi byc jednak zachowany - stad
wynika, ze magnes jako calosc zacznie
sie obracac. Predkosc katowaw bedzie
skierowana w d6l.

Ro.wi".anie .adania M 629.
Nie istnieje. Przypuscmy bowiem,
ze istnieje. Wezmy dwie sciany majace
wsp6lna krawedz. Narysujmy na nich
po jednej prostej r6wnoleglej do owej
krawedzi, a nastepnie przetnijmy
wieloscian plaszczyzna przechodzaca
przez te proste. W przekroju
otrzymamy wielokat o dw6ch bokach
r6wnoleglych. Nie bedzie to wiec
tr6jkat.

Ro.wl".anie .adania M 680.
Nie moze. Przypuscmy bowiem,
ze A jest kwadratem jakiejs liczby
naturalnej. W6wczas ostatnia cyfra
liczby A musi byc l, 4 lub 9, bo nie ma
kwadrat6w konczacych sie naOS ani 06.
Oznaczmy ostatnia cyfre przezn'.
Mamy

A - n' = (VA - n)(VA + n).
Ot6z A - n' jest podzielne przezSk-l,
gdzie k ;::>: 3 oznacza liczbe cyfr
w rozwinieciu A, ale tylko jedna z liczb
.JA - n, .JA+ n jest podzielna przez S,
wiec stad wynika, ze jest ona podzielna
przez Sk-l. Mamy

JA +'n;::>: Sk-l, A;::>: (Sk-l _ 3)'.
Bezposrednio sprawdzamy,
ze A nie moze miec trzech
cyfr. Dla k ~ 4 mamy zas
A;::>: (Sk-l - 3)' > 9· lOk-. + 9.
Sprzecznosc.

Rachunek prawdopodobienstwa jest ta dziedzina matematyki, w której istnieje
szczególnie duzo paradoksów. Zwiazane jest to z naszymi blednymi wyobrazeniami
o losowosci. Znany jest fakt, ze dla niewprawnej osoby losowosc wydaje sie
regularnoscia lub tendencja do skupiania sie. W tym artykule przedstawie kilka
znanych i ciekawych paradoksów. Jednoczesnie mam nadzieje, ze ich zrozumienie
przyblizy rachunek prawdopodobienstwa.

Problem kawalera de'Mere

Przy rzucie trzema kostkami sume oczek równa 11 mozna otrzymac szescioma
sposobami:

1+4+6=1+5+5=2+4+5=2+3+6=3+4+4=3+3+5.

Sume oczek równa 12 tez mozna otrzymac szescioma sposobami:

1+5+6=2+5+5=2+4+6=3+3+6=3+4+5=4+4+4.

Dlaczego czesciej wypada suma oczek równa 11 niz suma oczek równa 12? Wydaje
sie, ze jest to sprzecznosc. Nasz "zdrowy rozsadek" mówi, ze rzucajac jednakowymi
kostkami nalezy je traktowac jak kostki nierozróznialne, a zatem obu zdarzeniom
sprzyja 6 sytuacji, czyli oba zdarzenia maja jednakowe prawdopodobienstwo
równe 6/56. Okazuje sie, ze natura wybiera inny model, a mianowicie traktuje
kostki jak kostki rozróznialne (czyli tak, jak gdyby kostki byly pomalowane róznymi
kolorami). Wtedy wazne jest nie tylko, jakie wypadly oczka, ale i na których kostkach.
Zajsciu zdarzenia polegajacego na otrzymaniu sumy oczek równej 11 sprzyja27
wyników, a zdarzeniu polegajacemu na otrzymaniu sumy oczek równej 12 sprzyja
25 wyników. Róznica miedzy prawdopodobienstwami jest tak mala (okolo 0,009),
ze mozna na nia zwrócic uwage tylko wtedy, gdy wykona sie duza liczbe rzutów.

Paradoks Bertranda

"twierdzi", ze prawdopodobienstwo nie jest wyznaczone jednoznacznie. Rozwiazmy
nastepujace zadanie:
W okrag o promieniu R wpisano trójkat równoboczny. Znalezc prawdopodobienstwo tego,
ze losowo poprowadzona cieciwa bedzie dluzsza od boku trójkata.

Rozwiazanie pierwsze. Patrzymy na kat srodkowy oparty na losowo wybranej cieciwie.
Zatem zdarzeniem elementarnym jest wybór kata srodkowego, czyli przestrzenia
zdarzen elementarnych jest odcinek [0,7r]. Cieciwa jest dluzsza od boku trójkata,
gdy kat srodkowy jest wiekszy niz 27r/3, stad zbiór zdarzen sprzyjajacych Ajest
odcinkiem (27r/3, 7r].P(A) jest równe dlugosci przedzialu (27r/3, 7r]podzielonej przez
dlugosc przedzialu [O, 7r], tzn. P(A) = 1/3.

Rozwiazanie drugie. Patrzymy na odleglosc srodka cieciwy od srodka okregu.
Utozsamiamy cieciwy, których srodek lezy na tym samym okregu (maja one te sama
dlugosc). Zdarzeniem elementarnym jest wybór odleglosci srodka cieciwy od srodka
okregu. Zatem przestrzenia zdarzen elementarnych jest odcinek[O, R]. Cieciwa spelnia
warunki zadania, gdy odleglosc srodka cieciwy od srodka okregu jest mniejsza odR/2,
tzn. zbiór zdarzen sprzyjajacychB jest odcinkiem [O, R/2). Stad P(B) = 1/2.

Rozwiazanie trzecie. Polozenie cieciwy jest wyznaczone przez polozenie jej
srodka, zatem dlugosc cieciwy jest wyznaczona jednoznacznie przez polozenie
jej srodka. Zdarzeniem elementarnym jest wybór srodka cieciwy, to znaczy
wybór jednego punktu z kola. Stad przestrzenia zdarzen elementarnych jest kolo
o promieniu R. Zbiór zdarzen sprzyjajacych C jest wnetrzem kola o promieniuR/2.

Stad P(C) = 7r(R/2)2 = !..7rR2 4

Otrzymalismy trzy rózne wyniki. Dopóki nie bylo aksjomatyki rachunku
prawdopodobienstwa (a zostala ona sformulowana dopiero w 1933 r. przez
Kolmogorowa), nie mozna bylo tej sprzecznosci wyjasnic. Teraz mozemy.
W kazdym z proponowanych rozwiazan co innego rozumielismy przez slowa
"losowo poprowadzona". Wybierajac metode rozwiazywania zadania wybieramy
przestrzen probabilistyczna (sposób losowania). Wybierajac inna przestrzen
probabilistyczna rozwiazujemy inne zadanie. Paradoks Bertranda jest bardzo dobra
ilustracja faktu, ze rozwiazanie problemu nastepuje dopiero po wybraniu przestrzeni
probabilistycznej. Rachunek prawdopodobienstwa nie rozstrzyga problemu, jaka
przestrzen probabilistyczna nalezy wybrac.
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Dylemat wlejnla
Trzech wiezniówA, B, G przebywalo w wiezieniu. Administracja postanowila uwolnic
jednego, o czym dowiedzieli sie wiezniowie, ale nie wiedzieli którego. WiezienA ma
wsród strazników znajomego, który wie, kto bedzie wolny. Chce go zapytac, ale krepuje
sie pytac o siebie. Pyta wiec o imie jednego z wiezniów(B lub G), który ma pozostac
w wiezieniu. Przed zadaniem pytania ocenia, ze kazdy z nich ma szanse wyjscia
równa 1/3. Mysli, ze jesli straznik powie, ze na przykladB zostaje, to jego szanse
rosna do 1/2 (bo zostanie uwolnionyA lub G). Gdzie popelnia blad?

Zle liczy zdarzenia elementarne. Nie bierze pod uwage wariantów odpowiedzi
straznika. Straznik powieB z prawdopodobienstwem 1, gdy zostajaA i B,
a z prawdopodobienstwem 1/2, gdy zostajaB i G. Zatem prawdopodobienstwo
warunkowe, ze wyjdzieA, gdy zna odpo~iedz straznika, jest równe

1/2' 1/3 _ 1
1/2' 1/3+ O+ 1 . 1/3 - 3" '

a nie 1/2, jak sadzilA (skorzystalismy z definicji prawdopodobienstwa warunkowego
i ze wzoru na prawdopodobienstwo calkowite)~ Tego nalezalo sie spodziewac, gdyz
informacja straznika z punktu widzeniaA nic nie wnosi. Wiadomo, ze eo najmniej
jeden z wiezniówB i G zostaje.

Paradoks dlugo~cigry

Gra sklada sie z ciagu2n partii, z których w kazdej graczA wygrywa jeden
punkt z prawdopodobienstwemp = 0,45, a graczB wygrywa jeden punkt
z prawdopodobienstwem 1 -p. Dla wygrania calej gry nalezy uzyskac wiecej punktów.
Jesli graczA moze wybrac liczbe partii2n z góry, to jakie n powinien wybrac?
Wielu osobom wydaje sie, ze skoro gra jest niekorzystna dlaA, to im szybciej
sie skoIiczy, tym lepiej dlaA. Gdyby liczba partii byla dowolna liczba naturalna,
to tak by bylo iA powinien wybrac gre o dlugosci l. AleA moze wybierac tylko
sposród liczb parzystych i wtedy na wynik ma wplyw to, ze gra jest korzystna dlaB
i to, ze prawdopodobienstwo remisu maleje wraz ze wzrostemn. Jesli p = 0,45,
to optymalna dlugoscia gry nie jest 2, ale jest 10. Mozna to obliczyc korzystajac
z tego, ze prawdopodobienstwo wygrania graczaA w ciagu 2n partii wynosi

f ekn) pk (1 - P)2n-k i z tego, ze jesliA w grze o dlugosci2n nie zdobyl nk=n+l
albo n + 1 punktów, to w grze o dlugosci2n + 2 wygra lub przegra w zaleznosci od
tego, czy wygral, czy przegral w grze o dlugosci2n. Dla O < P < 1/2 dlugosc gry2n

. 1 1
spelnia warunek --- - 1< 2n < --- + l.

1 - 2p - - 1 - 2p

Paradoks losowych liczb naturalnych

Dwóch graczyA i B gra w nastepujaca gre. Automat generuje losowo pary sasiednich
liczb naturalnych i przyznaje losowo jedna graczowiA, a druga graczowiB. Gracz A
zna liczbe przypisana graczowiB, a gracz B zna liczbe przypisana graczowiA. Zaden
z nich nie zna swojej liczby. Osoba z mniejsza liczba placi drugiej tyle zetonów, ile
wynosi liczba jej przypisana. Kazdy z graczy moze uznac, ze nie warto grac w danym
momencie i poprosic o nowa pare liczb. Ale zaden z nich nie spasuje, gdyz rozumuje:
Gdy widze, ze przeciwnik ma liczbek, to ja mam k - 1 lub k + l. Kazda z nich jest
jednakowo prawdopodobna (pozak = 1), ale gdy wygram, to dostanek + 1 zetonów,
a gdy przegram, trace tylkok - 1 zetonów. Srednio kazdy z nich wygrywa, wiec gra
jest korzystna dla obu. Jest to niemozliwe. Gdzie jest blad?

Paradoks wynika z faktu, ze nie istnieje rozklad prawdopodobienstwa, który przypisuje
kazdej liczbie naturalnej te sama wartosc (dlaczego?). Natomiast gdyby qgraniczyc
zbiór liczb, z którego maszyna losuje, bylby to zbiór skonczony i rozumowanie graczy
prowadzace do paradoksu byloby falszywe.

Mam nadzieje, ze te paradoksy przyblizyly rachunek prawdopodobienstwa Czytelnikowi
i pokazaly, jak czesto nasza intuicja moze byc zawodna.

Rozwiazanie zadania M 628. Otodowód:
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