
A takie bryly nie istnieja ... Te serie znaczków wydano

w Szwecji; w katalogach filatelistycznych nosi ona nazwe:

Niemozliwe figury, nieeuklidesowe konstrukcje bryl.

Autorem znaczków jest Oskar Reutersvard wedlug

sztychów, które wykonal Polak, Czeslaw Slania.

Rysunek z ksiazki K. Ciesielskiego i Z. Pogody "Bezmiar

matematycznej wyobrazni" - w ksiegarniach na poczatku
1994 roku.

Dwa miesiace temu zaproponowalismy Czytelnikom piec

zadan swiatecznych pod wspólnym haslem: "Czy Pan

istnieje?". Tekst zamieszczony obok zawiera rozwiazanie

zadania pierwszego - obiekt o zadanych wlasnosciach

nie istnieje. W przypadku pozostalych czterech pytan

odpowiedz jest inna - opisane sytuacje moga zajsc!

Opiszemy je w nastepnym numerze EPSILONAj jesli ktos

przy rozwiazywaniu któregos z zadan doszedl do wniosku

przeciwnego, ma przed soba miesiac na odnalezienie

(zapewne niestandardowego ) tworu spelniaj acego zadane
warunki.

Czy istnieje funkcja I: R -> R ciagla, która dowolna liczbe

wymierna przeprowadza w liczbe niewymierna, kaida zas

liczbe niewymierna w liczbe wymierna? (J(Q) ~ R\Q,

I(R\Q) ~ Q)?

A oto obiecane .wlasnosci:

(1) funkcj a ciagla przeksztalca przedzialy na przedzialy.

(2) wszystkie liczby wymierne mozna ustawic w ciag

(ponumerowac liczbami naturalnymi).- mówimy, ze Q jest
zbiorem przeliczalnym.

(3) jesli przedzial ma wiecej niz jeden element, to jego
elementów nie da sie ustawic w ciag (skonczony lub nie)
- przedzial nie jest zbiorem przeliczalnym ani skonczonym.

Wszystkie trzy fakty byly znane juz w XIX wieku, dzis

naleza do elementarza wiedzy kaidego matematyka.

Pierwszy to nieco inne sformulowanie twierdzenia

o przyjmowaniu wartosci posrednich (znanego niektórym ze

szkoly). Drugi i trzeci to jedne z najbardziej podstawowych
stwierdzen teorii mnogosci. Wszystkie trzy 8a w miare

proste do wykazania.

Przejdzmy teraz do naszego zadania. Przypuscmy,

ze 8zukana funkcja istniejej na mocy wlasnosci (1) zbiór

I(R) je8t przedzialem. Ma on jednak co najmniej"dwa
elementy, bo 1(-12) jest liczba wymierna, zas 1(0) nie. Nie

da 8ie zatem elementów I(R) ustawic w ciag (korzY8tamy

z (3)).

Stuknalem mlotkiem

Z drugiej 8trony jednak, I(R) musi byc 8konczony lub
przeliczalny! Czemu? Wiemy, ze I(R) = f(R\Q) U I(Q).
Elementy Q mozna ponumerowac liczbami natura.lnymi,
mozna zatem to zrobic takze i z w8zY8tkimi elementami
dowolnego podzbioru Q, a wiec w 8zczególnosci

zbioru I(R\Q), który to zbiór w Q jest zawarty.

Ponumerowac potrafimy takze w8zY8tkie liczby z I(Q)
(dlaczego?). Stad wynika (jak?), ze mozemy u8tawic w ciag

(8konczony lub nie) w8zY8tkie elementy z I(R).

Warunki zadane funkcji I doprowadzily do 8przecznosci.

Oznacza to, ze funkcja o 8zukanych wlasnosciach nie
i8tnieje.

Dowód nie je8t trudny. Trzeba tylko wpasc na to, z czego
8korzY8tac...

Stary dowcip mówi, ze ongis pewnemu podróznemu zepsul
sie samochód i nikt nie potrafil auta naprawic. Dopiero

zawezwany blacharz ... stuknal raz mlotkiem i silnik zaczal
pracowac! Blacharz zazadal 100 zlotychj wlascicielowi auta

wydalo sie to oplata zbyt wygórowana (widac, ze dowcip

istotnie jest stary), poprosil wiec o szczególowy rachunek.
Otrzymal go, o tresci nastepujacej: "Stuknalem mlotkiem
- 1 zl; wiedzialem, gdzie - 99 zl".

Podobnie jest z wieloma problemami matematycznymi.

Czesto, by odpowiedziec, wystarczy tylko wiedziec, gdzie
- i jakim - "mlotkiem" stuknac ... Tak jest i tu. Zbiór R

i funkcje ciagle maja wiele wlasnosci. Z czego korzystac
przy próbie rozwiazania?

Wykorzystamy trzy fakty. Przed ich sformulowaniem

sprecyzujmy, ze gdy mówimy o przedziale (w R), to nie
bedzie dla nas istotne, czy którykolwiek z konców

przedzialu nalezy do niego, czy nie. Ponadto przyjmujemy,

ze przedzialami sa takze zbiory jednoelementowe, jak i caly
zbiór liczb rzeczywistych.
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