
(4)

Przykladowo - w mechanice klasycznej

punktu materialnego o lnasie rr~
x - to czas t, ..p(x) - polozenie punktu

w danej chwili'~(t), a &..p(x) - to
jego predkosc f = d,~/dt. Jesli
punkt znajduje sie w polu sily

potencjalnej P, gdzie F; = -&V('~)/&ri,

to lagranzj aD jest równy róznicy

energii kinetycznej i potencjalnej

C(f,?, t) = m,~2/2 - V(,~, t).

Dla punktu materialnego równanie

Eulera-Lagrange'a (r. E-L) mozna zapisac
w postaci:

&C d &C-----0
&"; dt &,'i - .

Jesli .c.(f, ,~, t) = m,~2/2 - V(f, t),

to r. E-L przyjmuje dobrze znana postac
równania Newtona mi: = F.

Zalózmy teraz, ze lagranzjan jest
niezmienniczy wzgledem przesuniec
o dowolny wektor i1 = (u, O,O) wzdluz

osi x, to znaczy L:.(f, h = C(,~+ a,? + it).
Jest to mozliwe, gdy potencjal nie
zalezy od skladowej x, to znaczy, gdy
nie dzialaja sily o niezerowej x-owej

skladowej. W tym przypadku czlon b..pa

... _ &C &C

przyjmuje postac 1.1, a &&~..pa -+ &f'
Prawo zachowania ma wiec postac

d &C d .
-- = -mx
dt &f dt '

to znaczy, ze skladowa x-owa pedu jest

stala ruchu.

Symetrie i prawa zachowania
Jan KALINOWSKI) Krzysztof REJMER

W 1918 r. Emma Noether (1885-1935) sformulowala i udowodnila twierdzenie,
zwane dzisiaj twierdzeniem Noether, dzieki któremu na trwale wpisala sie

do fizyki. Twierdzenie to laczy zasady zachowania róznych wielkosci fizycznych

z okreslonymi symetriami ukladu. I tak, na przyklad, zasada zachowania pedu

wiaze sie z symetria wzgledem przesuniec, momentu pedu - z symetria wzgledem

obrotów, a energii - z symetria wzgledem przesuniec w czasie.

Podstawowymi pojeciami tego twierdzenia sa ciagle, rózniczkowalne

grupy transformacji (zwane grupami Liego) oraz wielkosc fizyczna zwana

lagranzjanem.

Lagranzjan danego ukladu fizycznego L('ljJ(X), o,..'ljJ(x)) jest funkcja zmiennych

dynamicznych opisujacych ten uklad, 'ljJ(x), i ich pochodnych o,..'ljJ(x) == &t:':J

wzgledem x,.. = (t, x).

Lagranzjan odgrywa w fizyce olbrzymia role, gdyz korzystajac z tzw. zasady

naj mniejszego dzialania mówiacej, ze fizycznemu procesowi odpowiadaja takie

konfiguracje 'ljJ(x), dla których calka z lagranzjanu S(7/;) = I L(1/.', 0,..'ljJ) dx

(zwana dzialaniem) przyjmuje wartosc minimalna, mozna z postaci lagranzjanu
wyprowadzic równania opisujace dynamike ukladu - tak zwane równania

Eulera- Lagrange' a:
OL OL

(1) 0'ljJ - a,.. a 0,..'ljJ = O.

Bedziemy stosowac konwencje, ze po wskazniku powtarzajacym sie (we wzorze

powyzej - J.1.) wykonujemy sumowanie.

Grupy Liego to grupy transformacji w 1>-wymiarowejprzestrzeni funkcji

'ljJa(x), (a = l, ... , r), które mozna zadac za pomoca n-parametrowej algebry
Liego, to znaczy po dowolnej (ale zadanej) transformacji funkcji '1jJ --lo 'ljJ' wynik

mozna przedstawic jako

(2) 'ljJ'a(x) = (exp( -iE/Ii))/: 'ljJb(x),

gdzie T; (i = l, ... , n) sa r-wymiarowymi, niezaleznymi od parametrów Ei

macierzami zwanymi generatorami. Generatory spelniaja relacje komutacyjue

(3) [T;, Ij] = T;Tj -IjT; = i fijkn ,

a fijk sa stalymi zwanymi stalymi struktury grupy. Parametry Ei opisuja

poszczególne elementy grupy Liego i pelnia role wspólrzednych tych elementów,
przy czym jest ich tyle, ile jest generatorów grupy.

Jesli pewne transformacje g: 'ljJa --lo'ljJ'a nie zmieniaja postaci lagranzjanu,

L( 'ljJ, 0,..'ljJ) == L( 'ljJ', o,..'ljJ'), to mówimy, ze lagranzjan jest niezmienniczy,
a transformacje g nazywamy transformacja symetrii L.

Mozemy teraz sformulowac twierdzenie Noether:

Z kazda ciagla, n-parametrowa grupa transformacji symetrii lagranzjan1t w~qze

sie prawo zachowania dokladnie n wielkosci fizycznych.

Rozpatrzmy bowiem lagranzjan bedacy niezmiennikiem pewnej grupy

transformacji g: 'ljJa(x) --lo 'ljJ,a(x) = 'ljJa(x) + ó1/.,a(x). Gdy transformacje sa
infinitezymalne (bliskie tozsamosci), mozemy napisac ó'ljJa(x) = -'-iEi(T;),/;'ljJb{;c).

Dla pochodnej mamy ó o,..'ljJa(x) = OIL ó'ljJa(x). (Rozpatrujemy jedynie - dla

uproszczenia - tak zwane transformacje globalne, gdzie Ei nie zaleza od x

- dla transformacji lokalnych E( x) dowód jest trudniejszy.) 'Vówczas zmiana

lagranzjanu wynosi .

O = ÓL = OL ó'ljJa ~óo 'ljJa =
o'ljJa + oo,..'ljJa ,..

(::a - a,.. o:,..L'ljJa ) ó'ljJa + a,.. (o~~'ljJa ó'ljJa )

gdzie skorzystalismy ze wzoru na rózniczkowanie iloczynu.
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W elektrodynamice pole

elektromagnetyczne opisywane jest

dwoma polami wektorowymi: natezenia

pola elektrycznego ECi', t) i indukcji

magnetycznej B(1', t). Oba pola mozna

takze okreslic za pomoca potencjalów:

skalarnego <p(r, t) i wektorowego A(1', t)

_ 1 &A
E(1',t)=-V<P+-;;at'

BCi', t) ="otA .

Te potencjaly nie sa okreslone

jednoznacznie. Transformacja

1 &j
<p.....•<p--;;fit'

A .....•A+Vj,

gdzie j jest dowolna funkcja l' i t,

nie zmienia pól E i B. Jest wiec

transformacja symetrii. Jest to przyklad

transformacji lokalnej, gdyz zalezy

od punktu w przestrzeni i chwili

czasu. Nosi ona nazwe symetrii

cechowania i zwiazana jest z nia zasada

zachowania ladunku elektrycznego.

Pierwszy wyraz znika na mocy równania Eulera-Lagrange'a. Drugi wyraz

mozemy zapisac w nastepujacej postaci

(5) €io"jf = O,

gdzie

(6) ." - . oL (T: )a.f,b
Ji - -2 00" ~a i b'P .

Poniewaz parametry €i sa dowolne, to dostajemy n zachowanych wielkosci jf
(i = 1, ... , n). Na marginesie poprzedniej strony ilustrujemy nasze dosc forrnalne

przeksztalcenia na przykladzie mechaniki klasycznej punktu materialnego

z symetria wzgledem przesuniec.

Poszukiwania praw zachowania w fizyce mozna wiec sprowadzic do poszukiwania

symetrii lagranzjanu opisujacego dany uklad fizyczny. I na odwrót - znajac

z doswiadczenia symetrie ukladu, mozemy latwiej skonstruowac lagranzjan

i tym samym wyprowadzic równania opisujace ten uklad. Na przyklad odkrycie

pelnej symetrii równan elektrycznosci i magnetyzmu pozwolilo Maxwellowi na

sformulowanie jednolitej teorii elektromagnetyzmu. Podobnie sto lat pózniej

odkrycie symetrii kwantowej teorii elektromagnetyzmu i teorii oddzialywa!'l

slabych (odpowiecJ.zialnych, na przyklad, za rozpad (3 neutronu) doprowadzilo

do stworzenia jednolitej teorii oddzialywan elektroslabych.

Bez przesady mozna powiedziec, ze twierdzenie, które zawdzieczamy Emmie

Noether, stalo sie jednym z podstawowych narzedzi wspólczesnej fizyki.

symetrii

Jan KALINOWSKI, Krzysztof REJMER

Chien Sien Wu (urodzona w 1913 r. w Szanghaju, ale pracujaca w USA)

przeszla do historii fizyki dzieki przeprowadzeniu doswiadczenia wykazujacego

brak symetrii prawo-lewo w mikroswiecie.

Pojecie symetrii w fizyce odgrywa olbrzymia role (patrz artykul "Symetrie

i prawa zachowania"). Zadanie symetrii ukladu prowadzi do daleko idacych

konsekwencji. Na przyklad: z symetrii sferycznej oddzialywania kulornbowskiego

wynika w duzym stopniu struktura tablicy okresowej Mendelejewa, a istnienie

antyczastek wynika z teorii Diraca zbudowanej na podstawie zadania

relatywistycznej niezmienniczosci teorii.

Jedna z symetrii dyskutowana od zarania dziejów jest symetria odbicia

przestrzennego - zamiany strony prawej na lewa i na odwrót, która bedziemy

nazywali symetria prawo-lewo. VVzyciu codziennym bardzo rzadko napotykamy

sytuacje, które maja idealna symetrie prawo-lewo. W szczególnosci od czasu

badan Pasteura w 1848 r. wiadomo, ze substancje organiczne, których czasteczki

moga wystepowac w dwóch postaciach bedacych wzajemnym lustrzanym

odbiciem, w naturalny sposób powstaja tylko w jednej z nich, natomiast

syntetyzowane sztucznie produkowane sa w obu wersjach.

W odróznieniu od zycia codziennego prawa fizyki wykazuja idealna symetrie

prawo-lewo. V"; mechanice kwantowej istnienie symetrii prawo-lewo prowadzi

do istnienia pewnego prawa zachowania. Ukladom fizycznym mozna przypisac

pewna liczbe kwantowa zwana parzystoscia, która jest zachowana, co pozwala.

pV1/3 = const.

Poslugujac sie powyzszym równaniem,

równaniem stanu gazu doskonalego

pll = NRT

oraz pierwsza zasada termodynamiki

Nev dT = Nex dT - pdV

znajdujemy szukane cieplo wlasciwe

ex = ev + ~R,
2

gdzie ev jest cieplem wlasciwym gaz"

przy stalej objetosci.

Rozwiazanie zadania F 417. Zgodnie

ze WZOl"em Laplace'a cisnienie we wnetrzu

banki wynosi
4<7

p= 
,.

gdzie r jest promieniem banki. Wynika

stad, ze
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